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P R F A T I O. 

U M faptjfune ez entat ut Senes adeo lente 
convergant ad vernat em^ ut non magis con- 
ducant ad Jinem propo/itrnn quam ft revera 
ejfent divergentes j exhibui quadam Theore- 
mata in parte priore hujus Tra&atus, qui- 
bus prompte acceditur ad valores earum Serierum qua om- 
nium lentijjime approximant : Et eo quidem con filio ^ ut 
Problemata qua dependent ex gladi aturis^ eodem )ure 
pro folirtis haberi pojfmt quo ea qua reducuntur ad M- 
quationes affeSlas. Hic enim non inquiro quanam Se- 
ries fint fummabiles ( ut ex titulo nonnulli forfan conjiciant) 
fed quibus artibus ajfequamur valores earum qua jurnmari 

nequeunt. 

Huius generis TraBatum edidit Jacobus Gregorius in 
Appendice ad N Circuli & Hyperbole Quadratu- 
ram, ubi docuit modum facillimum approximandi ad 
Areas harum Curvarum ex datis perpaucis polysrpnis pau- 
ciorum laterum, Eoque paBo methodum Exhaujlionum 

® Archimedis 
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Archimedis expeditam ndeo reddidit^ ut fi eadem metho- 
dus pari cum fncceffu ad reliquas Curvas extendi pojfet^ 
frufira impenderetur ulterior opera in eliciendis Areis, 
^iodque Gregorius ibi effecit in Serie polygonorum ^ idem 
fere nos hic generaliter proponimus in qualibet alia qu£ 
Jimplici gaudet Terminorum relatione. 

Newtonum hac de re olim meditatum fuiffe conjlat 
ex Epijiola ejus priori ad Oldenburgum qua impreffa 
habetur in Commercio Epiftolico Collinii. Nimirum 
pojiquam computo produxerat Aream Circuit ad fedecim 
decimaleSy inquit^ Si alias artes adhibuiffem, potui per 
eandem numerum Terminorum Seriei, perveniflfe ad 
multo plura loca figurarum, puta viginti quinque aut 
amplius : Sed animus fuit hic oftendere quid per fimplex 
Seriei computum pratflari pofTet. Attamen inter /cripta 
ejus {haBenus /altem edita) ne ve/igtum quidem extat 
unde conjeBuram faciamus de hifce artibus^ etiam/ in- 
/gnem eas proferendi occa/ionem naBus effet in hdc 
ip/J/ma Epifiola. In priori etiam Epifiola ad eundem^ 
ibidem impreffa ; narrat /e excogitaffe quadam circa 
ReduBionem in/nitarum Serierum in /nitas ttbi rei na- 
tura tulerit : ^a / inter opera ejus pofthuma /uper/nt^ 
procul dubio huic doBrina lucem haud exiguam prabebunt: 
Nam Theoremata generalia qua valores Serierum exhi- 
bent accurate, quando id /eri pote/, in aliis ca/bus ne- 
ce ffe approximabunt, modo rite adhibeantur. 

Principium quod in hunc effeBum vulgo adducitur, efl 
Affumptio differentia duorum valorum fucceffivorurn ali- 
citpis quantitatis, ut exinde formentur Termini quorum 
/umma prius nota fuerat ; idem fcilicet principium, quo 
olim u/us effi^tmoii\x% ad Ordinatam Curva deducendam 
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ex data Area, ^tod licet 'fit untverfale in ' ^adraiu* 
r/Sy eji particulare tantummodo in Summationibus j 
quippe ad eas folummodo Series applkqbile quarum 
Termini po[funt ajf gnari: quum tamen teque facilis fit 
ajfgnatio Summa atque Termini in iis Seriebus qua 
magna ex parte in ^ladraturis prodire /olent. 

Fundamentum longe generalius fubminijlravit Metho- 
dus Newtoni DifFerentialis : Ille utique de/cribit Curvam 
Parabolicam per extremitates quotlibet Ordinatarum five 
Terminorum ‘y eaque ratione ajfignat valorem cujujvis in-- 
termedii per Seriem infinitam ; qua tamen ad veritatem 
non accedet fi Terminus ille longe dijiet ab initio. Ut ob~ 
tinerem igitur Terminos Serierum remotiffimoSy defcripfi 
figuram Hyperbolicam per extremitates Terminorum ; Qf 
res fuccejfity prodeunte valore Termini quantumvis dijian^ 
tisy per Seriem convergentem. Sed ^ hoc Problemate 
generaliter foluto, non latuit cafus ejus facillimusy utpote 
inventio Termini infinito intervallo difiantis a principio i 
qua quidem aquipollet Summationi Serierum. Caterum 
defcriptio Curva cujufcunque Geometrica per data punBUy 
uni tantum Serierum generi fufijicit: atque alia fiunt in- 
numera nullatenus traBanda ex hoc fundamento.' Nam 
valor Termini per Parabolam aut H<^perholam inventus^ 
non approximat nift ubi differentia fecundum praficripta 
Newtoniana fumpta conflit uant progrejfionem celeriter 
fiatis decrefcent em. ^ \ | , 

Hifice perfipeBiSy me tandem contuli ad contemplandam 
Relationem Tenninorumy proprietatem Serierum maxime 
infignem fiimplicemy qua vulgo ad eas continuandas 
adhiberi fiolet: Non enim ignorabam Moivrarum hanc 
Terminorum proprietatem fiummo cum fiucceffiu in Alge- 

bram 
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'^hram mtroduxtjfe^ tanquam fundamentum ad dsfficilltma 
circa Series recurrentes Problemata folvenda: I deoque de- 
creveram experiri num ad altas quoque extendi pojfet: 
^od fane dubitabam cum tanta fit inter recurrentes at- 
que alias Series difcrepantia. At facio experimento^ res 
prater fpem fuccefjit^ deprehendi enim Inventum hocce 
Moivrsanum continere principia generaliffima etiam 
fimpltcijjima non folum in Seriebus recurrentibus^ fed & 
in quibujlibet aUis^ in quibus relatio Terminorum varia- 
tur fecundum legem quamcunque regularem. Nam Ter- 
minorum relatio y etiamfi fit variabilis^ facile tamen ajfig- 
nabilts ejl : Atque exinde Summationes Interpolationes ^ 
aliaque ejufmodi Problemata difficiliora perducuntur ad 
quoddam genus M.quationumy qude prater Radicem ex- 
trahendam involvunt alias quantitates incognitas qua ne- 
queunt eliminari ; quo non obflante^ harum .Aquationum 
refolutio perficitur nonnunquam fumma facilitate non- 
nunquam vero non fuccedit nifi mediantibus Moivraei In- 
ventis circa affignationemTerminorum in Seriebus recur- 
rentibus. Et de hoc argumento totus fere agit hicce 
Libellus. 

Problema de invenienda Uncia media in permagna 
dignitate binomii folutum erat a Moivraeo ante aliquot 
annos' quam ego idem attigeram: Nec probabile efl 
quod in hunc ufque diem de eodem cogitaffiem^^ ni fug- 
geffijfet SpeBatiffimus Vir^ D\ Alex. Cuming, fe plu- 
rimum fufpicari an idem folvi poffiet per Methodum 
Differentialem Newtoni. 
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I C U T Curva: non determinantur cx datis quotlibct 
earum ordinatis, fed ex relatione inter AbfcifTas & 
Ordinatas in genere ; ita neque Series determinantur 
ex datis quotlibet earum Terminis, fed ex relatione 
inter Terminos fucceflivos. Quantitates enim quot- 
cunque, numero tamen finitae, conftituere poflunt 
Terminos in diverfis Seriebus : unica vero eft Series 
in qua iidem funt Termini initiales, eademque lex 
formandi reliquos in infinitum. Relationes igitur Terminorum primo 
'loco indagands funt ; deinde ha: inventae denotanda: funt Aquationibus 
P^ffwnii^ibus perinde ac Cartefm definivit Curvas Aquationibus Alge- 

B braicis : 
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2 INTRODUCTIO. 

bralcis: quibus habitis Problemata circa Summationem & Interpolationem, 
aliaque iftiufmodi ad Series fpeftantia folventur per Analyfm non minus 
certam quam eft Algebra vulgaris. 

De Relatione Terminorum. 


Termini Scrierum bin.atim, ternatim, aut plures numero fumpti rela- 
tionem quandam magna ex p.irte inter fe obtinent limplicem & obviam, 
per quam Seties determinantur & producuntur ad libitum. Ut fi divi- 
datur unitas per i — x, prodibit progrefiio Geometrica in qua Terminus 
quivis conTequens ift ad illum immediate antecedentem ut x ad unitatem. 
Per hanc enim Proprietatem Series i -j- .v -f- x* + “h "f" 
ab alia quavis dillinguitur cc producitur in infinitum. 

Proponatur fraiflio — ; — : in Seriem refolvenda : illum in 

* r -f j .V -f / .V* 


finem finge y = — ; ; 1 «ac ducendo utramque partem in De- 

r -p s X ■* p /XX 

no 'uinatorem, liatcbiiur v x r -f- r.v -f- /.vx = r, vel y y.r -f- sx txx 
— 1 = 0 . Pro y fubftitue Seriem debitae formx A-j-Bx-f-Cx*-{- 
1).\5 -|- Ex* -f- FxS -|- &c. atque refultabit 


r i\-\-r 15 

— I -j- r A 



+ rD] 


1 

|.v-l-U5[, 

v'- + ^C 

^x5 -f- rD 

^X+-U jE >x5 -f. &c. = o, 


+ /B 

1 +/C 

1 +^Dj 


Ubi ponendo membra homologa nihilo mqualia, ad determinandum 
Coefficientes afiumptos, erit r A — i = o, rB-j-'tA=o; deinde rC-|- 
j B -j- / A o, r D - j C -I- / B = o, r E r D - / C = o, & fic in 

infinitum. Ex quibus conftat eandem ubique prodire relationem inter 
tres quofciinque Terminos fucceffivos. Similiter ufurpando pro y Seriem 
hujus formtp Ax~* -f- Bx"'3 p- Cx"^ -j- Dx~^ -}- &c. & fubftitucndo 
eandem in AIquationc, refultabit 


7 

^ ^ 1 

-f/E] 

x-‘.frB 


•X-3 + jD^ 

3 -frAj 

-l-rB] 

-frCj 


- + _i_ gfc. = 0.’' 


Atque jam ad determinandos Coefficientes, habemus Aquationes 
(A — 1 = 0 , / B -j- r A =: o i tunt r A -f- B -j- / C = o, r B -j- j C -f- 
/ D = o, r C - i- j D -|- / E = o, (c ita deinceps in reliquis. Ubi patet 
eafdcm prodire relationes ac in computo fuperiore, fumptis tamen Co- 
efficientibus in ordine inverfo. Et quantitates r, s, /, quae indicant re- 
lationem Terminorum, eaedem funt qute in Denoniinatore fraftionis. 

Hanr 
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INTRODUCTIO. 3 

Hanc autem harum Serierum Proprietatem, utcunque obvia fit, primus 
omnium in ufus adhibuit D. Moivmus in folutione Problematum circa 
Series infinitas, quse alias forent intricatifllma. 

In plurimis autem Scriebus relatio Terminorum non eft conftans ut 
in iis ex Divifione prodeuntibus; variatur tamen fepifilme fecundum 
notam legem oculi intuitu patentem ; cujus rei Exempla funt Series 
quae pro Quadraturis vulgo proferuntur, aliaquc innumera. Ut in hac 
^ continuantur in in- 

finitum per multiplicationem continuam harum fraftionum f, -J, 
&c. Et in hac + H-T’T^’4-T-rrr X* -}- &c. per mul- 

tiplicationem harum 1211, 1211, 52<i.> Z211, &c. Et hx fraaiones 
2x3 4X5 <>X 7 »iX9 

variantur fecundum legem cuivis manifcftam ; atque adeo in ipfarum 
alllgnatione, nulla erit difficultas. 

De /Equattombm Differ enttalthm qn<e definiunt Series. 

.^quatio Seriem definiens ea eft, qua: afilgnat relationem Termino- 
rum generaliter ex datis ipforum diftantiis ab initio. Concipiendi au- 
tem lunt Termini confiftere fiiper redtam pofitione datam tanquam to- 
tidem Ordinatae, quarum diftantia communis eft unitas. Unitatem 
vero fimplicitatis gratia ubique ufurpo in fcquentibus pro intervallo 
communi : quod femel monuifle fufficiat. 

Terminos Seriei initiales defignb literis Alphabeti initialibus A, B, 
C, D, Uc. A eft primus, B fecundas, C tertius, & fic porro. Et 
Terminum quemvis in genere denoto litcra T, atque reliquos ordine 
fuccedentes eadem litera, adjundtis numeris Romanis I, II, III, IV, V, 
VI, VII, &c. diftinftionis gratia. Ut fi T fit decimus, erit T' decimus 

E rimus , T" decimus fecundus, T'" decimus tertius , & fic deinceps. 

t in genere quicunque Terminus definitur per T, fuccedentes defini- 
entur univerfaliter per T', T", T'", T*», &c. 

Diftantiam Termini T a Termino quovis dato, vel a puntfto quovis 
dato inter duos quoflibet Terminos intermedio, denoto quantitate in- 
determin.ita 2 : quo pafto diftantiae Terminorum T', T", T'", &c. a 
przdifto Termino vel pundto, erunt 2 -j- i, 2 -|- 2 , 2 -|- 3 , &c. Nam 
incrementum' AbfcifiTa; 2 xqualc eft intervallo communi Terminorum 
fupra Abfcilfiim confidentium: atque quantitates 2 , 2 -|-i, 2 -j- 2 , 
2 -^ 3 , &c. fibi mutuo fuccedunt dum Termini pofterioresfuccedunt an- 
terioribus. 

Hifce prasmiftis, proponatur Series i, .J.x, ix’, -V x’, i%x\ 

&c. ubi relationes Terminorum funt B = i Ax, C = ^ Bx, D = i-Cx, 

E = 
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Z -4- * 

E = -J-D;f, fifc. relatio in genere definietur Aquatione T' = - ' T Xy 

“Ir * 

ubi z defignat diftantiam ipfius T a primo Termino Serici. Nam 
fcribendo o, i, 2, 3, 4-, &c. fuccefllvc pro 2, prodibunt relationes 
Terminorum in Serie propofita. Similiter fi 2 denotet diftantiam ipfius 

Ta fecundo Termino Seriei, Aquatio erit T' = *'i^ - 1 ^ Tx, uti con- 

2+2 

ftabit fcribendo numeros — i, o, i, 2, 3, &c. fucceflive pro 2. Vel fi 
indeterminata 2 denotet locum Termini T in Serie, ejus valores fuc- 

ceflivi erunt i, 2, 3, 4, &c. & Aquatio T = £ T*'; ut expe- 

2 

rienti patebit. 

Innumera: igitur diverfe Aquationes Differentiales eandem Seriem 
definire poflunc, prout in hoc vel illo punfto fumitur initium Abfcif- 
fa: 2. Et contra eadem Aquatio definit innumeras Series diverfas, ad- 
hibendo diverfos valores fucceflivos pro 2. Nam in Aquatione T' = 

— — £ T X, qua: definit Seriem de qua nunc egimus, quando i, 2, 3, 

4, &c. funt valores Abfcifla: ordine fuccedentes ; feribe i^, 2j, 3^ , 4^, 
&c. fucceflive pro 2, & provenient relationes Terminorum B = 
Ax, C = fBx, D=4 Cx, &c. Unde fit Series a, i Ax, Vt Ax*, 4 -‘ 
Ax’, jtfBx'*, &c. qujE eft diverfa a priore. Aquatio autem femper 
determinat Seriem ex datis valoribus Abfciflae & fimul primo Termino, 
ubi Aquatio involvit duos tantum Terminos Seriei. Ut in novifllma 
dantur omnes Termini ex dato primo A. Attamen ubi Aquatio invol- 
vit tres Terminos, oportet duos dari, & tres ubi involvit quatuor, & 
fic porro ad determinandam Seriem. 

ProponaturjamSeriesx, tX', x’,,.!*! &c. ubi relationes 

Terminorum funt B = L 2 ii. Ax’, C = Bx *, D = C x’, 

2x3 4X5 t>X 7 


&c. Aquatio ad eandem erit T' = — — — ■ ■ — - T x’, vel 

T' = 4 ^z T X*, ubi valores fuccdfivi indeterminata: 2 funt 

422-|-2 2 

I, 2, 3, 4 , &c. Igitur in Aquatione definiente Seriem, Abfciflii z 
poteil cflTe unius, duarum, vel plurium dimcnfionum. 

Series quarum Termini funt aflignabiles, definiri poflunt Aquationi- 
bus Terminos aflignantibus. Sic Series i — i * — 7 ** r 

— &c. definitur Aquatione T = — | -- , ut conftabit fubftituendo o, i. 


2. 3. 
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2, 3, &c. pro 2. Atque ad eundem modum Series 


a, A " 1 “ denotatur per hanc T = 


2Z 


Tales Aquatio- 


nes reduci femper pofTunt ad eas alterius generis: nam ubi Termini fune 
alTignabiles, relationes eorum erunt etiam afllgnabiles. Et dilferentia 
inter has Se illas raro tanta erit quin cuique tuto procedere licuerit prouc 
fibi vifum fuerit. 

Ex hadtenus didtis conflat relationes Terminorum confequentium de- 
rivari ex iis antecedentium, feribendo pro 2 ejus valorem fucceffivum 

2-j- 1 in Aquatione Differentiali. Proponatur Aquatio T' = T j 

feribe 2+1 pro 2, T” pro T, Se T" pro T'j atque orietur T"=: 

T', qu$ eft relatio inter Terminos T' Se T". In hac ulti- 

2+ 1 

ma feribe valores variabilium confequentes 2 + 1, T", Se T'", pro an- 
tecedentibus 2, T' Se T", Se obtinebis T'" = T" relati- 

2+ 2 

onem utique inter T" Se T'". 

Sed Se contraria operatione regredi licet ad relationem Termino- 
rum antecedentium ex data ca confequentium. Sit Aquatio T" = 

^ * T', Se in eadem feribe T pro T', T' pro T", Se 


2’+32i*+32 + 2 


2 — I pro 21 atque habebis T'=— T. Hoc modo 

z* + i 

endo Se progrediendo. pofTunr Series continuari hinc inde in infinitum 
ubi earum n.itura tulerit: atque ctiamfi ignoretur quinam Termini de- 
notentur per T, T', T", Sec. inftituere licet fuper iis tomputum, tan- 
quam effent prorfus cogniti. 

Aquationes de quibus ha£lcnus egimus, involvunt duos tantum 
Terminos Seriei j polTunt vero involvere plures. Se tam Termini quam 
indeterminata 2 effe plurium dimenfionum. Ceterum in hoc fpeciminc 
funpliciores tantum attingo. ' ■ ■ 



De Forma ReduBtone Serternm, 

Poflquam perduximus Series ad Aquationes DifFerentiales, monflran- 
dum eft qua ratione eaedem fint refolvendas in numeris. Nam A- 
nalyfta: munus eft quantitates quocunque modo determinatas eruere 
accurate vel quam proxime. Radices autem Aquationum Differcntia- 
lium commodilTime refolvuntur in Series formarum fcquentium 

C A+ 
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A-|-B2-}~C2.2 I-j-Dz.Z 1.2 24-E2.2 1,2 2.2 — 3-j-&C. 

* , B I C I D I E 10 

‘z'z.Z-\-l 2 . 2 -}-I. 2 -^ 2 ”^ 2 . 2 -|- 1 . 2 -j- 2 . 2-|-3 

Quippe ubi 2 eft quantitas parva, prior forma erit adhibenda ; & po- 
fterior ubi magna. Et ha: Series quae componuntur ex F.a( 5 loribus in 
progreflione Arithmetica, longe mt^is idoneae funt huic negotio quam 
vulgares qune conflantur ex dignitatibus indeterminate afcendentibus vel 
ddcendentibus. Infuper forma pofterior hoc habet commodi, quod 
in eadem poteft cflTe 2 quantumvis fere magna, id quod efficit Seriem 
celerrime convergentem. 

Sin vero harum Serierum formae per quaffibet operationes mutentur, 
debent revocari ad eafdem quarum prius erant, ut Termini reddantur 
homologi eorumque collatio inftitui pofllt prout res exigit. Ut fi ha- 
beatur Aiquatio lequens ; 

T=: A-|- B2 Cz. 2— I -j- D2.2— . 1 . 2— 2-|- E 2. 2 — 1 . 2—2. 2— 3 &c. 

Eadem dufta in z priftinam formam amittet, atque novam induet, 
proveniente fcilicet 

T 2= Az-j-Bz ’ 4 " Cz^.2 — I Dz * .2 — 1 . 2 — 2-j- Ez * .2 — i 3 -j- 

(&c. 

Unde condat Terminos ejus comparari non pofl*e cum correfponden- 
tibus in Serie priore. Itaque ut debita forma redituatur, fic operor 
At-----,- 

Bt» ------ Bt t— I, 

Ct». t — I - - . - — • xCtt— k-j-ctt— 

— I.» — i - - = • • 3Dti — i.t— i-pOtt — I.C — 1 1 '3 

Adeoque colligendo Terminos homologos in unum, Series ad pridi- 
nam formam redufta erit 

Tz=l|! +4 e} 

Nimirum cum Terminorum sfMhoylx neutiquam pendeat ex Coefhci- 
entibus A, B, C, D, &c. fed omnino ex indeterminata 2, Terminus 

4I b} ^ comparari poted cum Bz fecundo ia 

altera, item fecundus in hac cum tertio in illa, & fic in reliquis. 

Sim iliter fi in .Squatione priore T = A-j- Bz-^-Cz.ZIZT -j-Dz. 
»— i.t — 1 &c. feribantur variabilium valores fuccedentes pro pr®- 

fentibus, hocedT' pro T, & 2-J-1 pro z, emerget 

T'= 
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Eft vero 

A A, 

- -- -- - z=B -|- B 2, 

C 4 1 . 2 - - - - =* 2 C2-^ C2. 4— I, 

D4-t- I .2.4-1 - - = 3 D2.4_|-j-D2.r^.4 

£4-^-1 .2.4— J.4— 1= *--*.--* 4E2.4— 1 .r 


l-i — 1 -j- &C. 


I+&C. 


Et inde 

T'_+A+ -j- C7 D> 4- EV 

-j-B-i-2C S^ ’'~'-i- 4 E 3 * '-» + ««• 

Qn® eft forma defiderata. 

Hem vero harum Operationum fundamentum. Quantitas reducenda, 
per multiplicationem reducatur ad Poteftates Indeterminata 2; dein o- 
perare ad modum Exempli fequentis. Sit ^^X2Xr+TxiT4 quan- 
titas reducenda ; finge 

*•— >X X 4 -|-.Xc-i- 32.4 — 1.4 — 1.4 — i^^-hz.x. — 1.4 — i-j-f2.4— \ -\-dz. 
Ubi maximus numerus Fadlorum in Quantitate refoluta icqualis eft 
numero eorundem in quantitate refolvendi. Reducatur utraque quan- 
titas ad Poteftates Indeterminatae, fadla multiplicatione, & habebitur 

I J J -y 6 3'' 

2 ^ -1-2 2' II2’ — I22 = 32 «*T^f^ 2 * >2*’^^^^ 

Atque comparando Terminos homologos, obtinebimus a=si,h'^ 
6 a = 2,c — 3 1 1 3 =— - 1 1, rf — f-|- 2^_63 =2_ 1 2 J ex quibus 

eruitur a— i, i = 8r:r:2, </ = — 2o; hinc fit quantitas propofita 
2^-}- 22’ 1 12' — 122=2.4— 1.4— i.4—J-f-82.4_i.4_i-j_22.4—"l’— 202. 


>2. 


Et ad eundem prorfus modum procedere licet in aliis cafibus. Bre- 
vitatis autem gratia, accipe regulam fequentem. Divide unitatem per 

Terminos hujus progreffionis continue, »_ i, « z, n 3, » — 4, &c. 

hoc eft, divide unitatem per »— i, & Quotum prodeuntem per»— 2,* 
& noviftimum Quotum per «—3, & fic porro. Tum Quotos omnes 
fic prodeuntes dilpone regulariter in Tabula ut vides, rej^is Dignita- 
tibus ipfius », & retentis folummodo Coefficientibus, utpote qui foli 
huic negotio funt utiles j atque habebis 




fabulam' 
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8 INTRODUCTIO. 

Tabulam priorem. 


r 

• 

X 

1 

1 

^ 1 

I 

1 1 I 1 &c. 1 


I 

3 

7 

6 

>5 


63 

127 

255 

&c. 



I 

23 

90 

301 

966 

3025 

&c. 



I 

IO 

65 

350 

1701 

7770 

&c. 



1 

>5 

140 

1050 

6951 

&c. 



I 

21 

266 

2646 

&c. 



I 

28 

461 

&c. 



I 

36 

&c. 



I 

&c. 



&c. 


Aflume jam pro Coefficientibus, numeros in columnis defeendenti- 
bus, & habebis valores Dignitatum fequentes. 
z =z, 

z’=z +2 

Z* — Z 3 Z . — I-j-2 .i — 1 . X — 1» 

2^ = Z y Z.X.— 1 -{“ z . X — I . X — z 2.X — i>x — i>i — 3t 

z’ =2-|-1 5 . 2 .X— 1-|-2 5 2.X— I.X — l-j“I02.x-l-X-I-X- 3+2 .X-I •X-I.X- 3 .X-^-4) &C. 

Hac itaque Tabula femel habita, quantitas quajlibet reducitur ad 
formam quaefitam abfque taedio computi. Proponatur ca haftenus re- 
dufta 2* -j-2 z* — 1 1 z' — 122. Excerpe valores Dignitatum cx Ta- 
bula, eofque ducito refpcdlivc in fuos Cocfficientes — 12, — 

& I, atque obtinebis 

ii,-! 22 = — 122, 

— 112’= — 1 12—1 12 .~> 

22 ’ = -j- 22S-j-6z.*,_|-j-i22.x — I.x— z, 

2 ^=:-j- 2-I-72.X— i|+6z.x — I.x — Z-|“ 2 .x — I.x— iZ.X — 3, 

2«-}-2Z’ — I I2*-I 22 202-}-2Z.ZIir+ Sz.iUT.xi^+Z.JIIT.illl.nrj, 

Et valores membrorum in unam fummam collecti dant valorem to- 
tius ut jam prodiit. Noundum Seriem infinitam conflatam ex Digni- 
tatibus 
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tatlbus Indeterminatae afcendentibus reduci non polTe generaliter in ali- 
am prjcdidljc formae : nam quifque Coefficiens elfet Series infinita. In 
Seriebus autem finitis, res fucccdit ut fupra oftenfum cfl. 

Series etiam alterius formse fimiliter reducuntur. Fingamus enim 
cflc quantitatem quamvis quicfitam 

B . C . D 

2 ' 2 , 2 -j- I ”T 2 2 -j- 1 2 . 2 -|- I . 2 -}- 2 . 2 -^PJ 

Dein fi occafio poftulet inquirere valorem ipfius Tfuccefiivum, fcribe 
2-}- I pro 2, & emerget valor fucceffivus 

T' '^1 ■ ^ , I ^ » P , 

2-f-I * 2-j-I.2-}-2.2-j-3.2-}-4 ' 

&C. 

Et ut ha:c Series reducatur ad formam prioris, operor ad modum 
fequentem, 

A 

Z-f-I 2 2.2-J-l’ 

J 2B 

2-}-I.2+2 • • • — • 2.2-|-1~2.2+i .24-2» 

C - - c _ ctC 

' 2.2-f-I.2-|-2 2.2-f-i.2-|-z,2 T?» 

* D 

^+i.z+2.z+3-h 


D 

2^1.24-2.2-^3.24-4— * 


&c. 


D— 


A , B—A . C—2B 

Et habeo T •“- 4 - i — -1 i r— -4- - - ■ ~ 

.2-|-2.24--}T-“C. 




Ubi nunc Denominatores iidem funt atque in valore ipfius T ; eaque 
de caufa, inftitucre licet comparationem Terminorum prout occa- 
fio poftulat. Hujufmodi autem Operationes fic dcmonftrantur. Pone 

=7 — ^417» exiftente a quantitate ftatim invenienda; tum 

ducendo in Denominatorem 2.*.-^- 1, proveniet 22=2 -|- 1 fi^e 

delendo utrobique 2, 0= 1 — a, & a = i ; quare fubftituendo unitatem 

pro a, habebitur ^ ^ Similiter fingo 7-47^ = 

~_-4_j — 2.2-f-i .2-pV’ ^ ducendo in Denominatorem, erit 2=2-}- 

^ 2— a. 
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2 — five / 1 = 2 , atque exinde 




2-fl. 2-1-2 
Proponatur jam 

A , B , C ^ D , , 

2+ 2 + z-j-2.2-1-3 + 2-|-2.2:-|-3.2-}-4"r2^2.3:4-3:2-|-4.Z-|-5 + 
quam reducere oportet in aliam debitae formae. Inftituatur operatio 
ut mox oftenfum, & invenies 

A A lA lA 

....... __ -.-.^1 "T 

B __B 4B _■ 

C * . C 6C 


- D 


■8:c. 
■ &c. 


*+i-s+3-i+4 

D 

«1 3-^+4 ~+J *■»+» *■+>•*-! 3 

Atque Series propofica, fub debita forma invenietur 
A B-2A C-.B + .A D-6C + 6B , . 

2^2.2-j-I ^2.2-|-I.2-|-2‘2.2-|-l. 2-j- l.Z-j-j ‘ 

Et hunc in modum inftituetur redudio in aliis cafibus. Si fra6Uo 

reducenda fit z j ~ > erunt duo membra in ejufdem valore, ut in Ex- 
emplo fuperiore. Si fit if* Exemplo pofteriore. 

Et in genere in valore ipfius ad debitam formam reduili. nu-. 

merus membrorum excedet numerum n unitate. Hic tamen fuppono 
ji eflTe integrum & affirmativum j nam fi fit fraftus vel negativus, va- 

lor fraftionis — i excurret in infinitum. 

2-f- « 

Regula autem generalis pro hujufmodi tranfmutationibus ea efl quae 
fequitur. Duc Terminos hujus Progreffionis i 2 -f-?;, 3 -J-«, &c. 
in fe continuo, & Fadladifponantur in Tabula fequente pro ratione Dig- 
nitatum numeri «, Cocfficientibus tantum refervatis, & emerget 


J‘abu1a. 

I 
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Tahula pojlenor* 


1 

■ 








2 

3 

I 







6 

II 

6 

1 






2+ 

50 

35 

10 

I 





120 

274 

225 

85 

>5 

I 




720 

1764 

1624 

735 

»75 

21 

1 



5040 

13068 

« 3 * 3 ^ 

6769 

1960 

322 

28 

1 


40320 

109584 

105056 

67284 

’ 244 o 

4536 

546 

36 

hn 

&C. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 

&c. 


Deinde fumendo CoefEcieotes ex colomnis defcendentibus, obtine* 
bis valores Dignitatum, 



Et ita porro in- reliquis* Adeo ut habita Serie ex dignitatibus com* 
pofud, ea fcmper reduci poflit in aliam formae defideratje, ope hujus 
Tabuls. 

A B C E 

Vel propofita Serie — fume Coeffici- 


entes ex columnis tranfvcrfis, & ponantur 
a — 

c =:2A-|-3B-}-C, 

//= 6 A 4 -iiB-f 6C+D, 
r = 24A-^-50 C-|- loD-j-E, 

/= i2oA-f 274B + 225C + 85D + 15E4-F, 
&c. 


Atque 
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Atque Series ex Dignitatibus compofita tranfmutabitur in fequentcm 
debitse formse 


; L i- J- — +&C. 

Proponatur nunc Fradio primum ope Divifionis refolvo 

I n w* 

cam in Seriem vulgarem £l—-, 

A= I, B = — n, C=: 4 -«’, 'D=— n’, £ = -}-««, &c. &hifceva- 
loribus fubflitutis, emergent a=i, i=si — «, f=2 — d= 

6 —11/7-1-6«* — &c. atque adeo 


T 


L 

— -r— = — A-fi 


Hoc dl 


n+Z^c-^-hrrD+scC’ 


.-T4 ‘i-ts 


Ubi qirantitates A, B, C, D, &c. jam defignant Terminos hujus Seriei 
more Newtoniano. Et pacet Seriem abrumpere quotiefeunque clt n 
integer & affirmativus. In aliis Exemplis denotet etum 2 mini- 
mum Faftorem in Denominatore, & Series femper abrumpet hac me- 
thodo ubi ejus natura tulerit. Ut fi Fraftio fit ^ ^ ' 3.x ~|~2* pono 

2 = x— 3, minimo utique trium Faftorum *, tum erit x=2-f-3, & 


x-}-2=:2-}-5 : Atque evadet Fradtio 


I 


five multiplica- 


- „ I I 8 4.9 272 , 

5 2> ^1“® dividendo fit j, _ - + 


— &c. UndeeftA=o, B = i, 
D=-|- 4 i/, £ = — 272, F=:-j-i44i, G=— 7448, &c. 


C=_8, 
Et exinde 


prodeunt a—.o, b=:i, c~ — 5, /f=i2, <=. — 12; at / & reliquas 
iunt nihil: & per confequens abrumpit Series, exiftente accurate 


t.t4-3.T^5 £t-b I i-S-i * «.'fi'' ■«■-1-j<--r4 *--t-3-*-t-4*+J' 

In fradtione quavis — . ' g, ~ fic 2 minimus Fadorum, 

adeo, ut a, h, c, &c. fuit affirmativi, & fi fint quoque integri. Series 
terminabitur, alias excurret in infinitum. Ubi vero Series abrumpit, 
eadem inveniri poiell plurimis modis idque elegantius quam per regu- 
lam lupcriorcm generalem: quippe a concinnitate alieniffimum eft, 

primo 
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Primo reducere Fradionem finitam in Seriem infinitam, ut poftea ejus 
valor habeatur in Terminis numero finitis : quod nos hic fecimus ut re- 
gula generalis illufiraretur, non ut doceretur optima methodus quando 
Series abrumpit. 

Si in Tabula priore excerpantur numeri ex columnis afccndentibus, 
ic ponantur 

a — A, 
i = B_A, 
c =. C — jB-j- A, 
d= D_6C+7B — A, 
e F IO 13 — ^ 2^ C — r ^ B -|— A, 

/=F — 15E + 65D — 90 C-f-31 B — A, 

&CC. 

AB C 

Tum Series hujus formae 

a b C d 

migrabit in hanc qux ex Dignitatibus 

componitur. 

A 

In hifce Tranfmutationibus nullam habuimus rationem Termini 

quoniam is abfque ulla Tranfmutatione ambigue pertinet tam ad Seri- 
em Dignitatum quam ad eam Fadorum. 



E 


PARS 
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N hac parce prima conarus fiim abbreviare compatos ia 
Qi^iaclratura Curvarum, & in 1’roblematibiis etiam diffici- 
lioribus, idqtie perveniendo ad valorts Seriemm infi- 
nitarum magis expedite quam per fimplicem additionem 
Terminorum ut vulgo fit. H:cc quidem in cito con- 
vergentibus abunde rem conficit, neque ulteriore opus 
elt artificio: attamen ubi lente convergunt immenfus plerumque labor 
requiritur, & eo quidem major quo minor cll convergentia ; quod 
fi lentifllmc approximent, evadunt penitus intraflabiles. Etenim no- 
tiffimum efi nonnunquam opus eiTe ultra mille numero Terminos, 
ut fumma habeatur jufta ad duas trefve figuras. Monftrabimus ergo in 



fcqaentibus methodum expeditam tranfmutandi eas omnium Icntiffime 
convergentes in alias celerrime appro.ximantes ; ex quibus fcilicet fum- 
mae fupputari queunt minimo labore ad plurima figurarum loca. 

Abrumpent quidem Series iranfmutaca: ubi fummanda; funt fumm.a- 
bilesi eoque in cafu tranfmutatio evadet fummatio. Sed de .Seriebus 
fummabilibus minus follicitus fum ealquc obiter tantum attingo, ut- 
pote qua; in Quadraturis ra.*^© prodire folcnc. Hic enim non operam 
collocavi in eruendis Seriebus inutilibus qute per obvia Theoremata 

funt. 
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funt fummabiles, fed in eruendis Theorematibus per quae Series utiles 
expedite pofllnt fummari ad tot figurarum loca quot ufus qtucunquc 
requirunt. 

De Seriehus ftmplictorthm. 

Non tantum Seriei convergentia fed & fimplicitas plurimum confert 
ad contrahendos calculos. Quapropter priufquam ad Tranfmutationes 
accedamus, fciendum eft Series Newtonianai in Tradlatu de Quadratu- 
ra Curvarum, non foliim abrumpere ubi rei natura tulerit, fed & efie 
omnium fimpliciflimas, ubi excurrunt in infinitum, atque eapropter 
praeferendas efie iis qute inveniuntur methodo vulgari, fcilicet redu- 
cendo Ordinatas in Series convergentes, ut exinde computentur Aree. 

c> .5_, Ordinata Curvae, in qua x eft Abfciffa, e Sc 

/Cocfficientes, a'tque 6-t, indices Dignitatum : pone 

& juxta Newlomm Area erit 

-x 747^ — -A-;-— f e r-1-3 ^ 

a R C D &c. defignant Terminos, quemque in fuo ordine ab 
tJb.A, B, C,U, ^ ^ 

initio; fcilicetcft A=j^x 7 ^ r e’ r-|-i e’ 

& fic deinceps. Proponatur jam inventio Arcus ex dato Sinu redo x, 
vel quod perinde eft. Quadratura Curvx cujus Ordinata eft ,77^^: 

h.c ad debitam formam r.lufla_fit 

To?ufG=^f^^i:'et^xlnd^ quibu; valoribus in 

Theoremate fubftitutis, oritur pro Arcu Series 

At fi Ordinata propofita prius refolvatur in Seriem per 1 heorema Ara- 
;;-ip?o evolvendo Binomio, dcin capiatur Mucns cujufque 1 erm.m, 
pVodibit pro eodem Ateu Series 

Ea-H-Scc. 


— Ba -1-0x 7^* +bxy ^10X1 
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Circumferentiae, ejus Sinus x erit aequalis Vi, quo fubfiitucor evadee 
Series 

Prior D-j--rrE-f- &c. 

Pofterior Vi + A 4- ,V B + C V,', D ,V. E + &c. 

Quo in cafu prior «Juplrci dt caufa eft praeferenda, tum quoniam per 
Faftores fimpliciores producitur, tum quia libera eft a numero furdo- 
qui reperitur inrpoftaraore. Attamen ubi x eft quantitas rationalis. & 
fimul jfV. — *r irrationalis. Series pofterior eligenda eft, modo fit * 
magnitudinis ufque adeo contemnendae qu® efficiar Seriem celerrime 
convergentem 4 hac enim ratione evitatur extraftio Radicis quadrat*. 
Infuper fi.fic * = i, necefle hab emus recurrere ad fecundam, quoniam 
in illo cafu eAranefcit quantitas Vi — in quam prima multiplicatur. 


De Sertehus qua celerius corruerant. 

Ubi quantitas indeterminata, crefeente e3 quae defideratur, cito ‘ 
evadit jprxgrandis, & tandem infinite magna j Termini Seriei ex illa- 
compoficae erunt alcernatimr negativi & affirmativi, &• approximabunt 
lentius quam ubi indeterminata ultra datam magnitudinem crefeere ne- 
quit, Ut fi qusratur Area vel Arcus circularis, melius eft adhibereris 
num redtum qui nequit efte m:yor Radio, quam Tangentem qu* cito - 
cxcrefcic in immenfam longitudinem ; ut olim obfervavit Nfwtonus. Ec 
e contra praeferendae funt Tangentes in Hyperbola, utpote qu® da- 
tam magnitudinem funerare ncqqcunt, fed continentur intra determi- 
natos limites, eofque fatis arftos. Sed quae hic diximus, non impedi- 
unt quo minus Area vel Arcus, ' magnitudinis mediocris vel contem- 
nend*, poffit exquiri prout cuique vifum fuerit: nam differentia tan- 
tum eft notabilis in hs cafibus in quibus quantitates qu*fit* funt<ma- - 
gn*. Atque Series quarum Termini funt per vices negativi & affirma» 
nvi funt magis tradlabiles qqam altera;,, ubi de Summatione agitur. 
Qu* autem hic didta funt de Curvis binomialibus, obtinent quoque ia . 
JIS fupenorum norninum. . 

convergentes multifariam inveniri 
polTc, adhibita Methodo AxWcrcnuaWNrwtomana. Sed quo magis con- 
vergunt eq magis folent efle compofit*: quapropter pra:fero fimplicioi> - 
res ctiamfi lentius conveigentcs. - * 



Dt 
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De Suminis fuccejffivis. 

Per Summani fucceflivam intelligo quantitatem quasfucceditSumma- 
omnium Terminorum, quando Termini fubfequentes deveniunt in loca 
antecedentium. Ut fi Summa fit T-J-T'-|-T"4- T^-^T^-j-T^-j-dtc. 
feribe Terminos pofteriores pro prioribus, & nabebis Summam fuccef- 
Cvam T'-j-T"-j-T"'-|-T''^ T^^&c. in qua denuo fi fubftituantur Ter- 
mini confequentes pro antecedentibus, provenietSummaT"-^T'"-|- 
T«»-^T»-|-T’‘ -j- &c. quaifucceditnoviffimaE} &fic deinceps. 

Hinc fi S, S', S", S"', &c. denotent Summas fuccellivas, erunt 

S =T+T'-fT"-f-T'"4-Ti^-j-&c. 


S' = - - T'+T'*4-T"'-fTi»+ &c. 

S' z= T" 4- T'"4- Ti» 4- 

S'"= T'*4-Ti' 4- 


Hoc eft, IT a Serie quavis infinita fubducatur primus Terminus, & 
a refidua fubducatur etiam primus Terminus, dein ab ea qua; relinqui- 
tur rurfus fubducatur primus Terminus, & fic ad libitum; Series hoc 
modo gradatim mulAatz primis Terminis, erunt Summae fuccelllvxi 
hoc eft, 

S' = S — T, S"=S’— r, S"'=S"— T", &c. 

Veis* =S_T, 

S"=S--T— T', 

S"=S_T— T' — T", 

■ S"=S--T — T'— -T'=T", 

&c. 

Hic locuti fumus de Summis Terminorum omnium in infinitum, qua; 
incipiunt ad datum quemvis Terminum; nam quicunque Terminus fit 
T, S erit Summa gus & omnium fequentium, item S' erit Summa ip- 
fius T' & omnium reliquorum. Hsec quidem obtinent ubi agitur de 
Summa Terminorum numero infinitorum : Attamen ubi agitur de Sum- 
ma Terminorum quorum numerus eft finitus, S erit Summa Termino- 
rum omnium abinitio ad datum quemvis Terminum T, & S' erit Sum- 
ma eorundem Terminorum dempto T, atque S" erit Summa eorun- 
dem demptis duobus T, T', & fic in reliquis. 

Hinc in Summatione Terminorum a dato quovis Termino ad infi- 
nitum, fi 2 fit longitudo Abfcifla; qua; correfpondit Summse S; tum 
lE-iJ-i, 2 -|- 2 , z-j-j, &c. erunt longitudines ejufdem refpeftive cor- 
refpondentes Summis fucceflivis S', S", S", &c. Et c contra in Sum- 

mation^ 
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matione Terminorum a dato quovis ufque ad initium Seriei, longkur 
dines 2—1, 2—2, 2 — 3, &c. refpondebunt Summis S', S", S'", &c. 
dummodo ipfi S refpoadeat Abfcifla 2, Nam in primo cafu diftanti* 
Summarum ab initio perpetuo increfcunt incremento AbfciiBe, dccref- 
cuntquc eodem decremento in pofteriore. 

Sit S S' Curva quaevis cujus Afymptotos eft a i, eique parallela Ab- 
fciffa AB. Dividatur Abfcifla in partes innumeras inter fe tcquales AB, 
BC, CD, 8fc. Et a punfUs divifionum A, B, C, D, &c. erigantur per- 
pendicula ad Afymptoton, decuflantia Curvam in punftis S, S', S", &c. 
Afymptoton vero in a, b, c, &c. A pundtis S', S", S'", 8cc. ad Ordi- 



natas proxime antecedentes ducantur S'«, S*/ 3 , S^y, S"#, &c. paral- 
lela Abfcifla i adeo ut S«, S' 0 , S*y, S*"i, &c. fint differentia Ordina- 
tarum tam carum qua extenduntur a Curva ad Afymptoton, qbam illa- 
rum qua a Curva ad Abfciffam porriguntur. Igitur Ordinata inter- 
cepta inter Curvam & Afymptcfton exponent Summas, & differen- 
tia pergendo ab iifdem in infinitum exponent Terminos. Hoc eft, fi 
e S’’' defignet Summam, fuccedentes erunt/ S', g S»*, AS^“, 8cc. 'qua- 
rum differentia » S'% ^S% >|S''*, &c. in infinitum funt Termitli qu<>- 
rum Summa eft e S’»'. Et fimiliter fi ES*^, DS"', CS",' 'defig- 
nent Summas fucceffivas, quarum prima eft E S'% <differentke'anc^ 
pedentes J S", y S", &c. exponent Terminos numero finitos pecgentM 
ab Ordinata E S‘^ ufque ad initium Seriei. Summatio igitur Scnertim 

redu- 
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reducitur ad inventionem Ordinatarum ex datis earum Differentiis. 
Sed notandum oportere Summam ultimam eflV nihil in utroque cafuj 

? iuod femper fiet quando Curva tranfit per punSum> A in Abfcifla, & 
imul habet ab pro Afymptoto. Haec cautio adhibenda cft ut Summ* 
inveftigandse per methodos tradendas, fint verse, corredlione minime 
indigentes, ut fepiffime fit in quadratura Curvarum. 


Propositio L 

Si Termini alicujus Seriei formentur fcrihendo numeror^ 
3i 4> Quantitate A + Bz 4- 

Cz.z — I 4 " Dz.z — i.z — x-|-Ez.z — i.z — x.z — 3 4 " 
tum Summa Terminorum ab initio quorum numerus 
eft z, erit 

in -J Bz-^-fCz.ft— i44D2:.i— 4" 

Ubi notandum ell quanribtem ^4-1 duci in totam Seriem quae eam 
immediate fcquitur. Propofitio autem fic demonffratur. Finge Sum* 
tnam S = A24"*’-|- ' i B24"fC^- *• — i 4“®^^. 

five S = A 2 -|i- i Bi-t- 1 . 24 -T^‘t-V — ‘4“4^* /i. 2 .x — t.t- 1 &c. 

Dcin feribe valores variabilium fuccedentes pro prefentibus; hoc cft^ 
S — T pro Si & 2— 1 pro 2 i atque obtinebis S — T = A*, — 1 4- 

X B2.£ — I , 4 ^.j-C 2 .i — i 1 4"i D 2.* — I .i — z .t.— 3 4 ^ fubdu* 
cito nunc hanc .Aquationem de priore, & manebit T=:A4-B2-|i- 
C2. t_ i-j-Dz.i — 1 .t— 1 -f- &c. Unde e contra fi detur hic valor 
Termini ut in Propofitione, Summa erit ea quas afilgnata ell. Infuper 
hsec Summa evadit nihil quando eft z nihil : adeoque conftat Theore* 
ma, Q;^E. D. 

Exemplum I. 


. Detur Series numerorum naturalium i, 2, 3, 4, 5, 6, &c. hi fora 
mantur feribendo i, 2, 3, 8ec. pro-z, in ipfa quantitate z, quam ita* 

J ue comp.arans cum Termino in Theoremate, erit A=o, B=.'i, & 
&. requentes-nihil i quibus valoribus fubftitutis prodit Siim* 


22-f-2 

nw ih l 2, five — 4 — 


pro aggregato tot Terminornm Seriei 


propo* 


3 : 
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^ • 36+6 

propofit* quot funt unitates in z. Ut fi fit z=6, proveniet — ^ — = 21 
pro Summa primorum fex Terminorum. 

Exemplum n. 

Detur jam Series numerorum imparium i, 3, 5, 7 » 9» hi for- 

mantur feribendo i, 2, 3, 4, &c. in Quantitate 2z— .1, id eft, — 
qu.!: comparata cum valore Termini generali, dat A= — i, B = 2, 
C, D, E, &c. nihili quibus feriptis in Summa, emergit — z -|- x.-^i 

in vel zz pro aggregato tot Terminorum quot numerat z. At- 
que ita quidem fe res habet in cafu praefente, nam Summa: fuccefli- 
va: funt Quadrata numerorum naturalium. 


Exemplum HI. 

Summanda fit Series Quadratorum i, 4, 9» 16, 25» 3 ^» 49» quas 
formantur expreffione zz. Per ea qute in Introduftione explicantur, 
quantitas zz redufta ad formam Theorematis, evadit z-j-z.*— 1 » 

, 2 Z.t,— I 

adeoque A = o, 6 = 1, C=i, Sc inde fit Summa 1 in — — * 
hoc eft Exempli caula, feribe 7 pro z, 8c habebis 

140, quod eft aggregatum feptem Terminorum. 
Exemplum IV^ 

Proponantur nunc Quadrata numerorum imparium i, 9, 25, 49, 81, 
121, 169, &c. eadem formanturferibendo i, 2, 3, 4, &c. fuccelTivein 

exprefiione i-|-42z — 42, quE fic feripta i 4-42.1— i, d.u A=i, 
B = o, C = 4, D, E, Scc. nihil: 8c hifcc fubftitutis, prodit Summa 

I • . r 42* — 2 

z-[-I,-^-I in-Jz.i_i, five ^ — . 

Exemplum V. 


.Si dentur Cubi i, S, 27, 64, 125, 216, Scc. quos alTignat z^, re- 
ducatur z’ ad debitam formam z-j-3 z.i,— 1 -J-z.t_ i.t_i ; eritque 
A = o, Bz=i, C = 3, D = i, rcliqua:que erunt nihil-, 8c propterca 

G cll 
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cil Sumina in .i.*— i, qua |concInnata 

evadit — xz+T* . Et hinc conftat Summas horum Cuborum eflc 
4 

Quadr.ua numerorum i, 3, 6, 10, 15, &c. fcilicct Triangularium. 


SCHOLION. 


Hujufmodi Series facilius fummantur per Terminorum Differentias : 
defignent enim A, Aa, A3, &c. Seriem fum- 
mandam ; collige Terminorum differentias pri- 
mas B, Ba, Bj, &c. fecundas C, Ca, C3, &c. 
tertias D, Da, &c. & fic porro ufque dum perven- 
tum fuerit ad ultimam quie hic cft E: & Sum- 
ma Terminorum cujus numerus cft 2, erit 


A Aa A3 A4. A5 
B Ba B3 B4 
C Ca C3 
D Da 
E 


Z Z Z— 1 z ^ 

A7+B-X— +C-X- 


-I z — a 

-X— ■ 


. 2: — t z. 

fD-x-r X— 


&c. 


a 2—3 

3 ^-T- 


Sed notandum eft quod differentiae fumi debeant auferendo priores de 
pofterioribus, hoc eft, ponendo B = A2— .A, Ba=A3— .Aa, &c. 
tum C = B 2 — B, &c. Hujus autem demonftratio pendet ex methodo 
differcntiali Newtoniand. 

Proponantur Series i, — i, o, 8, 

27, 61, 114, 119, &c. & colle&is dif- 
ferentiis ad modum fupra expofitum, 
invenietur A=i, B = — 2, C=:3, 

D = 4, reliquie autem nihil funt, ade- 
oque evadit fumma 

2 2 2 — I 2 z— .1 Z— .2 . 2 2— .1 

HX7X— X— +4X7X-7-X 

~ .2 l . Z , Z -\-2 

5 

42' — 1322~ 13 z -]-6 
b 


I,— I, 0, 8, 27, 61, 114, 190. 
— 2, I, 8, 19, 34 > 53 » 7 ^» 

3 » 7. 15. » 9 » » 3 » 

4 » 4 » 4 » 4 » 4 » 


7 - 2 X 7 X 


2 2 — 3 

-X — . 


qua: in ordinem redafta fit — 
turferibendo o, i, 2, 3, 4, &c. in quantitate 


Series autem forma- 


P R 0 P 0 - 
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Si Termini cujufcunque Seriei formentur fcrihendo nume~ 
ros quojvis unitate differentes in ^antitate 
A. C , P , 

Z.Z-\-I ■“ Z.2-|-I.2-|-2 I 2.2-}-I,2-}-2.2-}-3 ' 2.2-}-I.2-j-2.2-}-3.24-4 

&’ C, Summa omnium Terminorum in infinitum y incipi- 
ens ad datum quemlibet Terminum erit 

2 22.2-j-l * 42.Z-I-I .Z + 2.2 + 3 ' *■' 

Pone Summam S = ‘ 

2 ' 22. 2-|- I ' 32.2-]-l .2-J-2*' 42.2-J-I .2-^ 2, 2-^3 "T 

Tum fcribe valorcs ipforifm S & 2, cpnrequentcs pro antecedentibus,' 
hoc cft S — T pro S, & z+i pro 2, ‘quoniam jam agitur de Termi- 

A. B 

nis numero infinitis: & proveniet S— T = ^ , [ 1 

3.2+1 ;2-i-i ,2+L:|-i : 2-{-4 + 

dufta de fuperiore, relinquit t = — ^ + ; 7 2+?.2+2 + 

zTz+TTz+TTz+Y ”* 2.2+1 .2 + 2.2-J-3.2+4 Unde d 
contra fi detur hic Terminus, Summa erit ea quas in Propofitione aflie- 
natur. CL E. D. ^ ^ 

Corollarium i. Si Terminus fit . rejice ul- 

timum Faftorem, dein divide refiduum per numerum Faftorum qui re- 
linquuntur, atque habebis Summam Terminorum. Sit Terminus 


A 
2.2+1 * 


rejice ultimum Faftorem 2+1, & manebit — ; quumque unicus fit Fa- 


dlor refiduus 2, erit — Summa omnium Terminorum, 
z 


Sit 
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Sit jam Terminus conftans extribus Faftoribus rejice ul- 

B 

timum Favorem z-j-2, & reftabit qusdivifa per 2, numerum 

B 

utique FacT:orum qui relinquuntur, exhibet ^z.z^-i P"”® 

C 

Similiter fi ex Termino ex quatuorFafloribus con- 

flato, rejiciatur ultimus 2 + 3, & refiduum dividatur per 3, obtinc- 
C 

bitur Summa 

A 

Si Terminus fit — , rejice Faftorem 2, & quoniam nullus refbt, di- 
vide A per Nihil, & habebis pro Summa Quantitatem infinite mag- 
nam, uti notum eft. Et hac de re primus quod fciam egit D. 7 a) 7 or 
in Methodo Incrementorum. Eadem etiam fufius & clegantiflime tra- 
ditur a D. Nico/ in Aftis Academiae Regiae Parifienfis. 

• Corollarium 2. Per ea qua: hac fuper materia habentur ia Introdu- 

ftione, confiat Terminum quempiam x,2-j-a.2-|-XF^p7^. ‘^‘^*®** 

vi femper pofle in Terminos duos forte aut plures fummabiles & nume- 
ro finitos, quando «, b, r, &c. funt numeri integri ; in illo igitur cafu 

Series fummabitur. Ut fi Terminus fit idem refolvitur in tres 

Terminos fummabiles "T 2.z_^,.2-j-2.2-|-3‘ 

de per Corollarium praecedens, erit Summa- — 2.2 -fii ' sz.z-j-i.z-j-z’ 

qullimul juna.a funt Et nmiliier fi Terminus f.t hu- 

foriTiT Series fummabitur, duramo- 

jus form® z.2^a.2-^/>.2-|-r.z-j-rf. &c. 

do J, b, c, d, &c. fint integri, & numerus Facfioriim in Denominatore, 
ad minimum binario excedat altiflimum ipfius 2 dimenfioncm in Nu- 
meratore. Sed excipio cafus in quibus duo aut plures F. adores in 
Denominatore fibi invicem squanturi in illis Senes non funt lumma- 

Vles- _ 

Exempi.vm 
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. t 


Exemplum L 


Proponatur Series fummanda 
I . t 


+ 


+ 


T1 + 


1 .4,7 I 4.7.10 * 7.10. 13 

•*» 

&c. Termini hujus Seriei affignantur quanti- 


10. 13 . j ( j ‘ 13 . 16. ly 

I I 

tate ““ patcbit fcribendo pro 2 fucceffive f, 

2-f, 3-^, &c. id cft, hac -7 p 1— ; unde fit Summa — i — 

Nam in eadem fcribendo pro z valorem fuum primum i, prodibit jty 
pro Summa totius Seriei. Si feribaturpro 2 valor fuus fecundus if, pro- 
dibit +T pro Summa totius Seriei dempto primo Termino. Si pro 2 
feribatur valor fuus tertius 2r. prodibit +- pro Summa totius Se- 
riei demptis primis duobus Terminis. Et fic in infinitum. 

« 

Exemplum II. 


Proponatur Series — +_ + ^ + — + ^*^ + &c. Termi- 

ni hujus afiignantur quantitate in qua oportet feribi 2, 3, 

4, &c. fucceflive+ro 2. Quantitas auteni — reducitur in tres Ter- 
, 2 ;. 2-|-3 


minos fummabilcs nempe 


2.2+1 2.2 + 1 .2 + 2 “l" 2,2+ 1.2+ 2. 2+3 * 

Unde erit Summa — — — -j . five 

2 2.2+1 32.2+1.2+2’ 32.2+1,2 + 2- 

Jam fi vis aggregatum omnium omoino Terminorum, fubftitue in Sum- 

• 3 6 t - 2, 

ma unitatem pro 2, & obtinebis • \ + , id eft +- pro valore Se- 
riei propofitae. 

■ '* ' Exemplum HI. 

Detur jam Series - — ^ 4 — -_1 2 1 

^ - . 2. 3. 4. 5^73. 4.5. 6^4. 5. 6. 7^-5. 6. 7. 8 + 

2^ ' . * 

6.7. sTy Qi.’^*^rata numerorum naturalium i 

T Terminus 
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Terminus quilibet in genere affignabitur exprcDSone 

exigentibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminate fucceflivis. Et 

_ , I 

quantitas illa refolvitut in tses Terminos fummabires Icilicet — 

I L ^ F” : & inde Summa 3 _l.T “ 1 “ 

1 f — » hoc cft r I ■ , ^ in qua fi fubftituas 2 pro 2, 

3 2.2-j- 1 ,2-f- 2 * O.Z.Z-\-l.Z-\~2^ ^ * 

habebis pro valore Seriei^ 

Exempeum IV^ 


Quaeratur valor Serici — ■ + 


27 


+ 


125 34 .^ 

5.6.7“^ 4.5.6.7.B 


.3.4-5 ‘ 2-3-4-S-6 ' 3-4-5- 
&e. ubi Numeratores funt Cubi numerorum imparium i, 3, 5, 7 » 
Pefitis jam i, 2^3, 4»-5r &c;. valoribus ipfius 2 fucceffivis, Termini 

aflignabuntur per expreflionem quae rcfolvitur 

- _J_ 84 _i 386 

*® Z.2-{-I 2.2-|- I .2-^^2 "• 2.2-|r* -2-|-2.2-|^ 

j — |- -1^. Igitur ell Summa "f* 

Z.2-f-I .2-J-2.2-f;;3.2-j-4 ® 2 22.2+1 ' 

386 729 , - 962^+^+802—3 . 

32.2+1 .2+2 ““42.Z+1 .2+2.2-I-3 » 0®® r 122.2+ 1.2+2. 2+3 ’ 
qua fi feribas primum valorem ipfius 2,. id eft, unitatem pro 2, inve» 
nies 144. efie valorem Serieu 

Exenipeum Y , 


Proponatur Series quam ih* 

venit Vicccomes Brounker pro Quadratura Hyperbolae v Terminus quid- 
vis in genere allignatur per expreflionem ubi valores ipfius z 

funt i, ij, 2i, 3 i, 8ec. Et quantitas redufta ad formam fummabi- 
lem evadit 

Jt « 

42.2-f-r 
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t » ■ LJ , 1- 3 f 

Excurrit quippe in Seriem infinitam propterea quod differentia Fado* 
rum eft numerus fraftus in expreffione affignante Terminos ; hoc uti- 
que indicium eft Seriem non e(Te fummabilem. Regrediendo autem 4 
Termino ad Summam, habebitur 

^ I * I / ‘ ^ ■ T LlJj5 t a. 

42-t-i62.z+i-1- 482.2 -j- I I28z.2-f-I .Z-|-2.2-}-3 "1” 

Qux cfl Series eo citius convergens quo major eft 2. Sed ob facili- 
orem computum pone Ar=:^, 

B ^ p n F F 

22-|-2’ 22 -j- 4’^ 2 2-]- 6’ 22-J-b^ 2 2 -]-lo’ 

&c. atque erit Summa, A-j-J B-]-7-C-]-iD-]-|E-|- &c. In qua fi 
pro 2 fubflituatur primus ejus valor « , habebitur valor totius Seriei 
fummandx: fi pro 2 fubflituatur ejus valor fecundus, proveniet Sum- 
ma omnium Terminorum dempto primos fi pro 2 fubflituatur ejus 
valor tertius, proveniet Summa omnium exceptis primis duobus , & 
fic porro. Subflicuo igitur pro 2 valorem Aium decimum quartum 
i3i, ut 2 fit fatis m.igna ad efficiendum Seriem celeriter convergere) 
& habeo A = Va. B = ^A, Cz=r\B, D = ^C, E = _vD, F = 
;|!tE, &c. quo in cafu Summa A-]-iB-f-YC-^^D-|- &c. xquabi- 

tur — -] ^ 1 -t- &c. toti utique Seriei fummandx 

demptis primis iredecim Terminis. Horum igitur Summam qux- 
ro per additionem, invenioque fore .674285961. Dcin ut obtineam 
Summam reliquorum, calculo eruo A, B, C, D, &c. ad tot decimalium. 
loca quot efl animus v eofque inventos divido refpedlive per i, 2, 3, ,4». 
5, fite. ut vides. 


A = , 

.018518519 

,018518519 

B = 

- 638570 

3 « 9^85 

C = 

- • 61797 

205 P 9 

D = 

- - - 9363 

2341 

E = 

- - - 1873 

375 

F = 

* * - 455 

76 

G = 

- - - 128 

18 

H= 

- - - - 41 

5 

I = 

.... ,4. 

I 



.018861219! 


Eoque 
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Eoque pa£lo obtineo .018861219 pro Summa Terminorum omnium 
poft decimum tertium; htec denique adjefta aggregato initialium pri- 
us invento, conficit .693147180 pro valore Seriei lummanda?, id eft, 
pro Logarithmo Hyperbolico binarii. 

Quo plures Termini fub initio colliguntur, eo citius converget Series 
qj£K dat Summam reliquorum, propter z tanto majorem. Atque hujus 
methodi pra:ftantia in eo maxime enitet quod addendo Terminos ag- 
gregato initialium, z tot unitatibus augeatur, qua ratione Series tranl- 
mutata ad libitum fere converget. ' 

Quod autem in pr.ixi impolTibile fit aflequi Summas harum Serie- 
rum per meram colledionem Terminorum, patebit ex computo fe- 
quente; ubi habetur Summa centum, mille, decies mille, & fic por- 
ro ufque ad decies millics centena millia Terminorum. 


Summa/ 


100 \ 

lOOO - - - - 
lOOOO - - - 
lOOOOO 

I 000000 - - 
i.ooooooo - - 
1 00000000 - 
I ocooooooo 


Terminorum 


'.690653446 
.692897242 
.6931 aaiSr 
.693144680 
.693146930 

.693147178 

^.693147180 


'Ex hoc .calculo cordlat-centum Terminos dare Summam accuratam ad 
duas figuras; & grad.itim ' decuplum Terminorum numerum colligen- 
do, lucrari prnfterproptcr-urwm untUmmodo figuram: .adeo ut fi quis 
vellet., eruere v.dorem hujus $eriei accuratum ad novem 'figurarum lo- 
ca, milia arte axiliibita praeter additionem, requirerejuur circiter decies 
millics centena millia Terminorum. 'Et hrte Series convergit longe 
celerius quam aliae quamplurimx, quarum valores funt Quantitates 
TiniuE. ' 


Exemplum VI. 

Summanda fit Series i-j- 4 "l-i-l-TT“l"iT“l“ .V-f*&c.ubiDenomi- 
natores funt Quadrata numerorum i, 2, 3, 4, &c. &r Terminus in ge- 
nere cll — : hic redudus in formam fummabilcm, evadit 
zz . 


Ergo Summa 

i I ^ 4. I J I 5 ^-c. 

z 2 z • — |— 1 "1 3 z . z — |— 1 . z — J— 2 4 ^ ^ I . z 2 • z -^— 3 ^ 

Quas 
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I A 2B 

Qiis ponendo A = p B = ^^, C = r^.D=q-^, 

E -J- &c. evadit A -j--j B-}-"" ^“ 1 “^ ^ 

pro z fubftkuatur ejus valor decimus tertius 13, habebitur Summa 
omnium Terminorum in Serie fummanda poft decimum fecundum; quo 


in cafu erit A=— , B = — A, C=— B, D = 4 ; C, E = — D, &c. 

Et A 4 -- B-j- &c, cric Summa Terminorum 
3 4 " 

+ + + Computus autem fic fe habet 


A = .o 76923077 

.076923077 

B = - 5494505 

2747252 

C = - - 732O01 

244200 

D=: . - 137363 

3434 » 

E= - * - 3232« 

6464 

F= 8978 

1496 

G= 2835 

405 

H= - - - - P92 

1 24. 

I = 378 

42 

K= iss - 

j6 

L = _- - - - 67 

.6 

M= - ... 31 

'3 

N= .... 15 

I 

. 

•079957427 


• I 

Unde prodic .079957427 pro Summa Terminorum — 4 -— 4 -' 

109 I 196^ 

I 

~ 4"^'^'‘l“*^^jc^aggregato duodecim initialium, five 1.564976638, 
conficit 1.644934065 pro valore totius Serici 1 4 - — 4 - — 4 -— 

• 4 * 9 ' 10 * 

Convergit autem hac Series minus celeriter ea Brounkeri in Exemph> • 
priore. ' . 


Prop 0-* 
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Propositio III. 


S( Ternum cujufi h Seriei formentur fcrthendo numeros 
quojlihet unitate differentes pro z in ^lantitate 

h . c . d 


X 




_ 1 _ ■ 


-\-ilTc, 


2.2-f- ‘ ‘“-{-i S.2-I- 1 -2-1-2 - Z-j-j 

erit Summa aqualis in 
a , ? — Av , c — i B-v _ d — -;C.v 

Quantitates A, B, C, D, &c. defignant Cocfficicntes Terminorum 
prcccedentcs eos in iquibus reperiuntur ; fcilicet cft A = ■ , 

l — \x ^ c — "Bv 


Bz= 


^ C: 


&c. & fic porro. Excipio autem cafum in 


I — ,v ■ 1 — .V 

quo cft X a:qualis unitati : ubi hoc acciilit. Series fiimmabitur per Pro- 
pofitionem fupcriorem. liem vero dcmonllrationcm. Finge Sum- 
mam 

deinde fcribe valorcs variaiiilium fiiccedentes S — T & z-|-i pro an- 
tecedentibus S & z relpedtivc, atque habebis - 

= + in 

A B C JD 

z-f-l TT 2-1-1.2-j-a ' '^Z-l-I.2-j-2.2-|-3.2-^4’r f' 

lloc eft, ‘S=x*^” in 

A,v Bv Ca , ^ Dx , ' 

qu* rcdufta ad formam ipfius S, evadit • • , . ■ •■■■■■ 

S— T = x'+" in •; .. 


Ax Ba — Aa Ca — 2 Bv ^ Da — ^C. v , . 

2 ‘ 2.2-j-t ' 2.2-|-I.2-|-2 2.2-j-I.Z-|-2.2-|-3 *” 


Subdu- 


Digitized by Google 


Simimatio Sericriim. 


31 


Siibducito nunc valorcm ipfius S— T a valore ipfius S, & relinque- 
tur Terminus 

rr 


in 


I Ci— x-^2B.v Di_x-|-^C.v i ^ 

' 2.2-I-I 2.2-1-1.24-2”' Z.24-1.2-4-2.2-1-1 "T ^ - 


Ai — X ^ 

2 2.2-}^ 2.2-|-T.2-f^ Z.2-|-1.2-|-2.2-]-3 

Ilie denique valor ipfius T collatus cum illo in Propofitione, dat 
A7^ = d, BTIo:-}- Ax = ^, e I — * + 2 Bx = r, & ita porro. Qiia: 
j^iquationes exhibent valores Coefficientium ut fupra. Quare valor 
Summa: rcdle aflignatur. Q^E. D. 

Exemplum I. 

Summanda fit Series i H -]-&c. Aiqua- 

3 5 7 9 

I ^ I I I I 

tio ad eandem cft T = /'“^ in — , nam feribendo — , i— , 2 — , 3 — , 

z’ 2222 

&c. fuccefTivc pro z, provenient Termini Seriei. Comparando autem 

hunc T erminum cum illo in Theoremate ■, erit .v = /, n — — , a— — ; 

at h, e, d, e, & Coefficientes reliquae funt nihil. Et hifce demum va- 
loribus feriptis, oritur 

S=/'~^in 

-J— , A/ ■ 2Br . 3B/ ■ . 

I t.Z't 1 .2.2-}- 1 I / 1.2.2-}- 1 .Z-\-Z "T 1 .2-|-2. 2-4-3 

Ponamus Exempli gratia efle / = & Series fummianda erit 

I — — “~1 — — atque evadet Summa ' : 

3 5 7 9 ' 

_ , . I , A 2 B 3 C 

— * '''42~l~22.2-^t ' 22.2-}-I.2-|-2 ' 

V.IS=±. 

Ubi A, B, C, D, &c. jam defignant totos Terminos more Newlcntam, 
& non amplius CoeiTicientcs. Et unitas cum figno ambiguo in quam 

tota Series multiplicatur, erit affirmativa ubi 2 — ^ cft numerus par, 

& negativa ubi eft impar. Collige jam 'duodecem Terminos initiales, ' 

vel quod perinde cft, fex in hac Serie J 7 + 

conjuniHs 
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conjunftis binis quibufque in priore: corumque Summam reperio 
.7646006915. Dein feribe pro 2 ejus valorem decimum tertium 1 2 
obtinebis 

S-— 4 --A 4 - — B- 4 -- C 4 --D+- E-|-&c. 

^ — 50^27 ^29 ^3» ~33 ^35 ' 

qum cfl: Series fimpkx & celeriter convergens: decem 
etenim Termini dant S= .0207974719 ut ex computo 
appofito liquet : & eadem adjefta aggregato initialium, 
provenit .7853981634 pro valore Seriei fummand|e: ad 
quem tamen nunquam peryenire liceret per additionem 
Terminorum, Atque colligendo plures initiales, valor 
ipfius S longe celerius approximabit. .Huius itaque Pro- 
pofitionis ope, Circumferentia circuli proquei poteft mi- 
nimo labore ad figuras quamplurimas , per Seriem 
hanccc utcunque lente convergentem; id quodolim mul- 
tum defiderabat ^ $=.0207974719 

Periferia circuli obtinebitur quoque accuratiflime 

/■ I * * * I * I ^ * 

per Seriem Newtom fequentem >"rj — J — y ’ 

J_ Scc. ubi Termini quique bini funt alternatim negativi & affirma- 

Idem etiam efficitur per hanccc i ^ ^ i _ 

- — L 2cc. in qua Denonunatores conflituunt progreffionem nu- 

10 II ' 

merorum naturalium^ dempto quoque terno. Prior sequatur quarta; 
& pofterior tertisc totius circumferentia; pani, ex fuppofitione quod 
horum Arcuum Chordae fint unitates.^ Priufquam tamen tra6lentur 


.0200000000 

7407407 

510856 

49438 

5991 

856 

139 

25 

5 

1 


15 

tivi. 
I 


per hanc Propofltionem, difpertiend* funt utrxque in duas ; prior ia 
hafce 

■ T-T+r-T,+h-i+‘‘^- . 

Po:icriDr in hafce i — ^4-^ ""io "^ 13 "^76. 

r”"5 "^8 "”2i"^i4”“i7 

i Dein 
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Deln harum quatuor unaquaque feorfim confidcranda eft, & ope- 
ratio inflitucnda ut in Exemplo fuperiore. 

Exemplum II, 

Si Senes fit — + — + + ^ _}. &c. Aquatio crlc 

Tzrx* in quje refoluta in Seriem evadit 

T=x* in 

JL_ t .3. j_ ^ ^5 , los 

82.2-j-I.2-|-2 ' i62.Z-^I.2-|-2.2-|-3 «4-4 

+ &C. 

Unde comparando membra, erit nsao, arz— , /■ — — 

4 8 16* 

32 ’ ^ — 64’ 

Adeoque S=x‘in 

! ■ 3-8 A» ly— 3 iB» . iot-9i?C< 

4-I— “ 16.1— j;.t t4-I.t4-l.t-p3 + 

Cujus Seriei progreffio cuivis patet. Et ubi datur valor ipfius x in 
calu quovis particulari, dabitur Summa pro libitu accurata j primo 
Icilicct addendo numerum fufficientem Terminorum initialium, eo fine 
ut 2 fit fatis mag^na ad efficiendum valorem ipfius S celeriter convergere 
Et hifce ^amilTis de Senebus quarum Termini funt affignabiles, per- 
gendum eft ad eas quie determinantur per relationem Terminorunu 

Propositio IV. 

Data relatione inter Summas fuccejjivas, invenire eam 
qua eji inter Terminos^ 

Summas, fubftitue pro S'. 

* , b , &c. fuos valores proprios S T, S T T', S T—'l' T " 

&c. & fic habebis iEquationem involventem Summam unicam Si in 
qua fer^e valores variabilium confequentes pro antecedentibus, & ha- 
bebis .Sq^ationem novam involventem Summam illam S: ope harum 

- 

K Exemplum 
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Snmmatlo Scrien/m. 


Exemplum I. 

Sit TEquatio ad SumiTus, *_»S = t — i S'; pro S' fubftitue fuum 
valorem S — T, ac evadet TEquatio 'n — i S = i T ; in qua feribe va- 
lorcs variabilium fucccdcntcs pro antecedentibus, id eft, S — T pro S, 
T' pro T, & 2 -]-i pro z-, atque prodibit » — iS=n — iT-j-zT'; 
hanc de priore « — i S = t— i T lubducito, & manebit * — n T = 2 T': 
quae eft /Equatio ad Terminos Serici. 


Exemplum II. 


Proponatur^quatio ad Summas Sx 4" 3 S'x ^4— j ; 

fubditue S — T pro S', ac invenies T x • dcin jux- 

ta methodum differentiakm feribe S — T pro S, T' pro T, &2-J-I 


pro 2 , ac proveniet S — 

tionum extermina S, & habebitur T -j - 3 T'z = o, qux eft aE qua- 
tio exhibens relationem Terminorum. 

Atque eadem methodo exterminantur tres, plurefve Sumnix fuccef- 
fivx. 


; „ 822 4--p~ 4~9 


Tx 




ope harum TEqua- 


PR 


O POSITIO 



Irivemre Series quotvis fummahiles. 

Allquatto ad Summas dabit Summam Terminorum, ea vero ad Ter- 
minos dabit Seriem ; prior pro libitu alTumitur, & ex ea deducitur 
pofterior per Propofitionem fuperiorem: habentur ergo Termini, co- 
rumque Summa. Q^E. I. 


Exemplum I. 


Sit TEquatio ad Summas s, — » S=:i_iS', ut in Exemplo primo Pro- 
pofitionis prxcedentis; invenies eam ad Terminos efle t — »T=: 2 T'. 
Aquatio autem ad Summas, fubftitucndo S— Tpro S', dabit Sum- 

mam S = - ^__^ - T. Defignent jam A, B, C, D, &c. Terminos hujus 

Seriei, & in.^qua;ionc ad eofdcm feribe, w, m-j- 1, 

fuccef- 

3 
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fucccnive pro z, exiftente ;/» numero quocunque integro vcl fradlo, 
negativo vel affirmativo j atque prodibunt relationes Terminorum, 

B=e:=:'A, c= — ?r+-iB, D=^liic,E=’-^=:i±3D. 

— m ' ’ w-j-2 ’ ”'+3 

7 - - y 

&c. Tum in jTquatione S = T, fcribe primum Terminum Se- 
riei, id eft, A pro T, & primum valorem ipfius z, id cft, wpro z; 
atque invenies 

s=:^a=a+:^=-”a+2z^^b-i-^;^^c+&c, 

n 1 ‘ m * ' w -|-2 * 

Ubi fubftituere licet quofvis numeros pro m Sc n. Sit Exempli gra- 
tia ffj = 5 , « = 2 , A = — , & proveniet 

L_ J. j_l A-f + + -f &c. 

3 12 ' 5 '0 '7 '0 ' 

id eft, — = — -1- — Scc, 

3 3-4 ^4-5 ‘ 5-6 ' 6.7 * 7.8 ‘ 

Ubi patet Terminos efle alfignabiles ; id quod femper eveniet quando 
;; eft numerus integer: tot vero erunt faftores in Denominatoribus , 
quot funt unitates in Sic in praefente Exemplo, eft « = 2 , & prop- 
ter id funt duo faiftorcs in Denominatoribus Terminorum, 

2 

Sic jam w = 2 , «=^, A = i, & prodibit 


S = , = .+iA + S-B+|-C+/^D+iE + &c. 

hoc eft.S=.= .+^ + l + i + ^ + ^^+&c- 

Nunc autem conftat Terminos non efle affignabiles, quoniam « eft nu- 
merus fraftus. Notandum Seriem abrumpere & effe numero Termi- 
norum finitam quotiefeunque eft m — n nihil vel integer & negativus. 
Atque fi «— I fit nihil vel numerus negativus valor Seriei erit infinite 

magnus : ut conftat ex valore Summx, nempe A, 


Exemplum 
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Summatio Serierum. 


Exemplum II. 


' Sit Aquatio ad Summas S x 4 “ 3 S'x 3» ut in Ex- 

emplo noviflimo Propofitionis fuperioris, ubi inventa eft 

S = — T X — &: relatio Terminorum erat t^T-j-32T'=o. 

3 ^ 2 -c-f -2 

Et fi ufurpetur unitas pro Termino primo, & primus valor ipfius x 
ponatur etiam unitas-, obtinebitur 


^-64-’~r + 9 + 


Ubi Denominatores funt dignitates ternarii. Numeratores vero numeri 
triangulares. In hifce Exemplis non expatiatus fum in deducendis 
Seriebus ex Aquationibus qu:e definiunt relationes Terminorum, quo- 
niam hoc ex .Introdudione hadlenus notum fuppono. 


SCHOLION. 


Summatio Serierum in Methodo differentiali, refpondet Quadraturae 
Curvarum in Methodo Fluxionum; & eapropter in utraque oriri fo- 
lent difficultates confimiles, qua: hic funt enodandae. Diximus Se- 
ries hinc inde continuari pouc in infinitum: exempli gratia Series 

'r -j-x’ &c. retrorfum continuata cft 

Et hae duae fimul junfta: conftituunt unicam cx utraque parte excur- 
rentem in infinitum, fcilicet 

+ — 4-i+x+x*4-^’-}-x'*4-&e. 

Nsm hi Termini funt in progreffione Geometrica continua, anteceden- 
tes ad confequentes ut unitas ad x. In Summatione hujus Seriei invenie- 
mus = 1 -}-x-j-x’-f-x’-|- &c. quod quidem verum eft ubi x 
eft minor unitate; attamen fi fit major unitate, haec Series erit infinite 
magna, atque Summa non amplius erit Summa horum Termi- 

norum; fed mutato figno, aquabitur Seriei ad alteras partes excur- 
renti; hoc eft, erit vel j + -fp -j- &c. Quod 

fi 
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fi X fic unic.is, Summa eric utraque pars Serici erit in- 

finite magna, utpote icqualis unitati infinities fumpts:. 

Ad eundem modum fi y^iquatio ad Seriem fit t— » T =zT', 8c Se- 
ries continuetur ex utraque parte in infinitum-, una pars converget & 

2— I 

altera diverget praeterquam ubi eft « = i } & Summa ^ ^ T fem- 

per .-equabitur parti Serici convergenti. 

Haud fecus in Quadraturis, fi z—’ fit Ordinata Curvae Hyperbolicjp, 

fluens — - - 2 ' "exprimet partem Arex- ad has aut illas Ordinatae par- 
tes jacentem prout « eft minor aut major unitate: ubi tamen « efl; 
unicas. Arca ex utraque parte Ordinatae erit infinite magna, ut in Hy- 
perbola Apcllonii, 

Series quidem, etiamfi quantitates quae per eas. quxruntur fint finitae 
magnitudinis, faepiffime folent diveigendo evadere infinite magnae, 
in illis autem cafibus continuatae in alteras parces nonnunquam conver- 
gunt & x-quantur Radicibus quxficis, vel ab iifdem differunt quanti- 
tate determinata. Nonnunquam etiam utrinque continuata: divergunt : 
fx'pius etiam ad utrafquc partes nequeunt excurrere in infinitum propter 
Terminos impoflibilcs vel infinite parvos. 

Infuper ficut Areae Curvarum nunc augend® nunc minuendae funt 
datis quantitatibus, ut evadant verae ; ita etiam Summae per hanc 
Propofitionem inventa; nonnunquam differunt a veris, quo in cafu cor- 
rigendae funt additione vel ablatione quantitatis data:. Scilicet ubi i^!- 
quatio ad Summas talis eff: qualis efficit carum ultimam efle quanti- 
tatem magnitudinis finita: vel infinite magnx, femper opus efl: corre- 
gione: monftrabo igitur in fcquente Propofitione, qua ratione aflTu- 
menda fit /Equatio quae femper efficiet ultimam efle nihil ; coque pa£to 
fumma inventa erit vera, ncc augenda neque minuenda, ut hadtenus 
monftratum eft. 


Propositio VI. 

Si Aquatio ad Summas fit Sy. -j- az»— 

= m S' X z'-\-cz >- ' -i-t/z'— i-pGfc. ultima Summarum e- 
rit finita magnitudinis in eo cafu folo^ ubi eji rn—\^ 
6^ fiimul azzzc. 

Ad hanc Propofitionem demonftrandam, fciendum eft Summam S 
inveftigari poflTe ex Aiquationc definiente relationem inter eam ejufque 

L valorem 


Digitized by Googie 


38 


Summatio Serierum. 


valorem fucceflivum S', eodem fere modo ac quantitas Fluxionalis ex 
fua Aquatione. Illum in finem alTumenda cft pro S Series hujus 
forms, 

B . C . D 


-in A + -+-+- +&C. 


ubi A, B, C, D, &c. funt quantitates invariabiles. In cafu autem 
prsfente ubi Summa quaefita eft omnium ultima, adeoque ad diftantiam 
infinitam remota; erit z etiam infinite magna, utpote quas vel aequa- 
lis eft illi diftantias vel ab eadem differt quantitate finita: hac de caufa 
Termini Seriei pofteriores funt infinite minores prioribus. Igitur ad 
abbreviandum competum, rejicio omnes poft primum, utpote qute in 

• • • 2 * 

hac demonftratione funt inutiles : fic habeo S = feriben- 


do S' pro S, & i-^-i pro z; obtineo S' = 


. A 2— |— 1 




Hofcc valores 


fubftitue pro S & S' in .Aquatione ad Summas, vel quod eodem redit, 
in hac Sxii^ = »»SxI^» membris reliquis ob rationes fupra expo- 

fitas negleftis ; & refultabit X Vel ducen- 

do in^*”^*, & dividendo per A, />z"x«.-f4=ffiXt“^ ’xm^. Cas- 
terum per Theorema Newtoni pro evolvendo Binomio, eft i+T* = 
z*-}-» 2 *“', idque accurate propter z infinite magnam. Hunc v.alo- 
rem fubftitue, & evadet .^quatio /z"Xt-bi =>«X2"-|-« 2’“^Xs-+f > 
qusdivifa per z*— S fit />zx*.-f « = wx*.4-»Xj:-h«» vel /zz-}-/<jz= 
mzz-\-n-^cy.mz-\-mnc-, in qua conferendo membra homologa, erit 
& pa—o-yc^m, unde « = <; — c: & proinde ultima Summa 

S, qux antea erat — , jam evadit — — — , ubi notandum eft Coeffi- 

cientem A non determinari. Fingatur nunc wi = i, & fimul a=c-, 

A 2 * 

& Summa fiet cft vero z”=i, & i‘=i, etiamfi z fit infinite 

magna ; atque adeo ultima Summarum eft finita, quippe asqualis quan- 
titati A ubi cft »;=i, & fimul alius autem non datur cafus 

A2*”“* 

in quo — «ft quantius finita ubi z eft infinite magna. Conftat igi- 


tur Propofitio. 


COROL- 
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Corollarium. 

Si m fit minor unitate, ultima Summa erit infinite magna; & infi- 
nite parva ubi m cft major unitate. Et fi w fit unitas. Summa illa 
erit infinite magna vel parva prout a eft major aut minor c. Igitur in 
Aquatione ad Summas fi m fit major unitate, vel unitati squalis & 
fimul a minor r; ultima Summa femper erit nihil & nulla Corregi- 
one opus erit. 

Exemplum. 

Sit Summa prima A = I, fecunda B = ^ A, tertia C = — B, quar- 

o 24 

ta D = ^ C< quinta E = ^D, 8ec. Atque Aquatio ad eafdem erit 

Sx*t-p*+« 7 = qus collata cum Aquatione generali, ^t 

«!=ri, = f = i; & inde a — c=o; unde per hanc Propofilio- 

nem ultima Summarum, id eft faftum fub omnibus numeris 
9 25 49 8z 121 

* XjrX — xtqX jr 


“8 24 ■'48 


X ^ X X in infinitum, cft quantitas finita. 

In .Aquatione ad Summas fubftitue S—T pro S, & invenies Ss= 
— 4TxH^t, qus quoniam prodit negativa refpeftu ipfius T, ex- 
hibet Summam Terminorum non a dato Termino ufque in infinitum, 
feda dato Termino ufque ad principium SerieL 
Quod ut clarius pateat, proponantur du* Aquationes S22 ~ S'Xa&— 1> 
& S2 = S'*,4-i : utravis harum dabit eandem Aquationem ad Termi- 
nos, fcilicetT2=T'r^. Ex priore tamen deducitur Sa= — Txt*-pi» 
& ex pofteriorc SszTI^fT. In primo cafu S eft Summa Termino- 
rum ab initio ufque ad T ; & in fecundo S eft Summa ipfius T & 
omnium fequentium in infinitum. In Aquatione ad Terminos feriban- 

tur numeri i, 2, 3, 4, &c. fuccefiive pro 2, & ufurpetur j pro pri- 
mo Termino; atque prodibit Series 

.— + i , 3 + 3—4 + — 5 + + r» + 

Ubi fi quaeratur aggregatum primorum quatuor Terminorum, feribe 
5 pro 2 in Txii — I valore Summae S priore, & Terminum quintum 

pro T, atque obtinebis J = r~2 + + 

quatuor 
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quatuor utiqje Terminis initialibus. At fi vis Summam omnium om- 
nino Terminorum, prjEter illos quatuor, feribe 5 pro z, & — proT, 

in Tnp'! valorc ipfius S pofteriorc-, ac habebis 

_L I _L 4_ — L &C. Et hi duo v.ilores ipfius S fimul addici, hoc 

6.7 7. 8 ”8 . 9 ^ 

cft. Summa numerorum 7 7 conficit - = i pro valorc omni- 

5 5 5 

um omnino Terminorum ab initio iifque ad infinitum. 

Propositio VII. 


Si Aquatio ad Seriem fit 


m ' z m * 


A . » + 1 
z “I” 1 


2;— /jT "I" tn— I .zT j erit 



2_|- 2 ^ w^z-j-3 ^m~ 


z-i -4 



Finge Summam S aqualem efle Termino T duflo in quantitatem y, 
hoc cft S = Ty; dein feribe valores indeterminatarum pofteriores 

S T, T', y' pro prioribus S, T, & y refpedtive, atque habebitur 

.T = T'y'; qua ablata de priore S = Ty, relinquit T — Ty 

T'y, unde cft T'=Tx^-^. Sed per .liquationem ad Seriem fei- 

licct — „T+^.zT', cft T' = - Adeoque aequando fibi 

— \ I z. — »T _._j; 

invicem duos ipfius T' valores, erit T X = z.t^ZTi ' 

vifa perT, & dufta in . y', evadit iJ=:T.y — «+ i = — )'+ 

— y', vel .y-j-y' ~ y' — quieft .^quatio Difieren- 

tialis ex cujus rcfolutionc dabitur Radix y. Illum in finem afiume 

b c , d , i 4-&C. 

y= a + -+2.2_j:T "I z.z-l-i .z-j-a"' z.z-f I .z-f2.z-f 

tum feribe pro y & z, valores earum fuccedancos y' & z-J- 1 refpe- 
£Uve, atque habebis 
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y=^+ 

b 
z- 


4 * 


r a e 

-J-2 2-j-I.Z-}-2.2-|-3 * 2-|-I.2-}-2.2-|-3,2-j-4 

, n. , I ^ I <• — d — 2f e — 3</ 


Atque prior valor ipfius )' multiplicatus per — , evadit 

z 


n , na 


nb 


nc 


nd 


r.2“^l ' 2,2— 1—1 .2— 2 2.Z— 1 ^2— ^2,2— |— 3 


-f &c. 


Hofce valores ad eandem formam jam rcdudlos fubftituc in iEquatione» 
& refultabit 

+ mb — na , mc — n-\-i .b , m/i — «-4-i.r , . 

I H 1— i 1- i — -t- OCC. =: o. 

' 2 ■ 2.2-f-l ' ' 

f * 

Ubi ponendo membra homologa aqualia nihilo, habebitur a—- 
b = — a, c — b^ d — f, e = d^ Scc. Et hifce datis,. 

fff y w — > _ > 


m 


m 


dabitur valor Radicis y, quje denique du€ta in T exhibebit pro S, Se- 
riem in Propofitionc exhibitam. E. D. 


Corollarium. Si » fit numerus integer & negativus, vel nihil ; valor 
ipfius S abrumpet, exiftente Serie fummabili. Et ubi m eft negativus. 
Series erk infinite magna. Hic autem excipio cafum in quo eft m = o j 
tum enim Series fummabitur per Exemplum primum Propofitionis 
quinuc. 

Exemplum I. 


II 2 X A 

Proponatur Series fummanda — -j-— A -j- — B + C-|- — D-ji 

3 579 


E +&c..$quatio eam definiens eft 2 — ^ T— 2zT'=o, ubi valores 

II 2 ' 

I I I I 

fuccefllvi ipfius 2 funt i — , 2 — , 3 — , 4 — , &c. & iHa collata cum 

/Equatione generali dat »=~> »1—1=;— 2, fivc quibus 

fuWUlutis, oritur 




M 


S=r 
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^ A 5B r;C_ ^ -n q]'. ^ 

^ ^ 22 22-^2 i2-|-4 2^-|-^ 22-pii 

In qua fi fiibfUtuauir quilibet Terminus pro T, & pro z valor fuus 
corrclpondcns, erit S Summa ipfius T & Terminorum omnium fcquen- 
tium ufque in infinitum. Colligo itaque duodcccm Terminos initia- 
les; corumque aggregatum emergit .71)533961 813. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum , feribo Terminum decimum tertium, id cfl, 

.00003029411 pro T, & pro 2 valorem fuu.m debitum 13 — ; atque 

habeo 

S = .00006058822 — — A— B— C— . — D— — E — &c. 

27 29 31 33 35 

Ubi Termini prodeunt altcrnatim negativi & affirmativi, hofce difpo- 
no in una columna & illos in altera ut vides 


i 


.00006058822 

23214 

79 + 

61 


7 

1 • 


.00000224401 

3744 

204 

20 

3 

I 


+ .00006082899 _ .00000228373 

Tum Summam negativorum .00000228373 auferens ab ea affirmativo- 
rum .00006082899, habeo S = . 00005854526, quse adjecta Summ® 
initialium exhibet .78539816339 pro valore Seriei propofittc, id cft, 
pro Arca Circuli cujus Diamiter efl unitas. 


ExEMPi.i;M'n. 


Qujcratur valor Seriei 1 — —A—— B — ^C — ^D — — E — &tc, 

/Equatio definiens relationem Terminorum eft 2 — ^ T-j- zT' = o, 
in qua valores Abfciffia: 2 funt i, 2, 3, 4, &c. comparando autem 
hanc Aiquationem cum illa in Theoremate, erit « = — i = *» 

& m — 2i atque exinde 

-|- &c. 
Collige 
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Collige nunc decem Terminos initiales Seriei tranfmutandae, eorumque 
Summam reperies fore .6168670654. Deinde ut h.ibeatur Summa re- 
liquorum ; in valore ipfius S feribe Terminum decimum primum, id 
eft, .1761970520 pro T & II pro 2 i aeque prodibit 


S _. 0880985260-}-^ A-}- + ^ E-}- &c. 


Et ineundo compueum ut in margine, invenie- 
tur S =.0902397156, qu:e addita aggregato initi- 
alium prius invento efficit .7071067810 pro va- 
lore Seriei, id eft pro Etenim >/— fic feripta 

- I 

i-j-i' *, & evoluta per Theorema Newtoni, eva- 
dit Series de qua nunc egimus. 

SCH OLI ON. 


.0880985260 
20022392 
1251 400 
120327 
15041 
2256' 
3R8 
• •• 74 

15 

i 


Omnis Series cujus Termini funt per vices nega- $= .0902397 156 
tivi &: affirmativi, fi rranlmutetur per hanc Pro- 
pofitionem, migrabit in aliam celerius convergentem cujus Termini 
lunt cjufdcm figni. Et c contra omnis Series cujus Termini funt 
ejufdem figni, abibit in aliam cujus Termini funt alternatim negativi 
& affirmativi i qua; tamen non converget celerius priore prsterquam 
ubi Tranfmutatio inchoatur a Terminis ab initio fatis remotis. Et fi 
Series tranfmutetur, & rurfus tranfmutetur ea qua; ex prima Tranfmu- 
tatione prodiit, emerget ea prius propofita. Exempli gratia fi Serici 


I — j -}- — —. — -J-— — fiec. tranfmutetur, prodibit j-}-— A -}- 


234 • . 

— D-|- &c. dein fi noviffima tranfmutetur emerget prr 


ma 1 j-j- j — ^ &c. hoc e it, transfert Seriem de Tangente ad 


Sinum, vel de Sinu ad Tangentem. Sed in hifcc cafibus debet ope- 
ratio ordiri ad primum Terminum Seriei, nempe ubi agitur de Tranf- 
mutationc totius. 


P R 0 P 0- 
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Propositio VIII. 


St JEquatto ad Seriem fit = T, 


n-\- I 


« 4-2 


ponatur A =2— « T, B = - A, c = B, D =^-q-jC, 

E=^D,e=.. £.;<s=^+-^-+ 4-,+4- 


- (3c. 


Etenim fuppone S=Tx~-/.X)', & per methodum Difierentiulcm 

erit S T = T'x*'— «-T^X/, harum Aquationum Differentia dabit 

T = TxI^X)--T'xX:^^M^x/. Pro T' fcribe fuum valorcm 

T, atque habebitur T = Tx X) — T'x ^ X 

.. I 2 — m , 

r^X/ quse divifa per Tx*— »> evadit — y y, vel 


„ v'U- — — - — =0. Ex hac vero Aquatione eruetur Radix y 

y — y “ 2 2 z — » 

ad modum fcquentem. Finge 

= + W-f3.2.2-i-1.24-2 ^ 

Erit/ = 

a , b , r i_ ^ {^f 

- + + w4-2.2-i-I.2-t-2 m+3-2+I.2-i-2.Z-|-3 ^ 

m+i.z.z+i‘^m+2.z.z+i.z^2'^m+3.z.z+i.z-i-2.z-\-3 + 


Atque - J = 


^ j bm . 

mz ”* m-^i.z,z-\-i m^-2.z. 


cm _L_. 

2-{-i.z4-2 .2+2.Z+3 


&c. 


Adeoque 
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AdeoquC) _)'-f-^ j'= 

^ I f ^ I 

2+ri^+z.2+l.2 + 2"r2.2+I.2 + i.2+j 


Eft vero 


2 « 


1 , « , «.«+1 , «;«+i.«+2 _ , „ 

2 +2.2+1 +~2+1.2’-F2+2.2+I. 2+2. 2-f3 

Igitur y-/+'^y_^ = 

— «.?;+ 1 

; + I~r’2.2+I,2 + 2"I” 2. 2 +1.2+ 2. 2+3 


(i — I . l — n c — «.?;+ 1 , fT— -;/.»+’i .« + 2 , ^ 

2 +2.2 + I +2.2+ 1.2 + 2 +2.2+I.2+2.2+3 + — O. 


Pone j.im Numeratores nihil, ut evanefeant Termini pro deter- 
minatione CoefHcientium habebis AIquationes fequentes a = i,^> = ;/, 

f </=r«.n-t-i .n-f-x, &c. fubftitue hofce valores in Serie af- 

fumpta pro y, vice ipiarum a, b, c, J, &c. & valor ipfius y, exinde or- 
tus duftus in exhibebit pro S, Seriem in Theoremate pofitam. 

E. D. 


Corollarium. Si n fit integer & negativus, vel nihil; Series fumma- 
bitur accurate per hoc Theorema. Et fi m fit nihil vel negativus. 
Series erit infinite magna. Infervit autem haec Propofitio & fuperior 
Quadratura Curvarum binomialium. Hxc ufui venit ubi in Ordinata 

A- X^+A’ , cft r+/.v =o; fuperior vero adhibenda eft ubi con- 
trarium accidit. 


Exemplum I. 

Quxratur valor Seriei i +‘-^ -^ + B + C + D + E+Lc. 

2 - f 2 « T. 

Aequatio cam definiens eft T' = X ~ r ~ r T, uti patebit feribendo 

2 2-j- j- 

v.ilorcs I, 2, 3, 4, 5 cc. fucceftlvc pro 2. /Cquatio autem in Theoremate 

companata cum hac, dat m = — , « = 7; undeA = 2 — ^T, B =: 

2 , 2 
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2Z 

2 


r^C 


7D 


2Z 

2 


&c. atqueS = -A + 


— B-}-— C-]-— D-j"~ E-}- &c. Ineundo computum reperio ag- 
gregatum duodecem Terminorum eJTe 1.407397508. Dcin fubftituo 

Terminum decimum tertium, id eft, 18025S pro T, & pro 2 

“5 

valorem fuum correfpondentem 13, fic prodic 


A=ix. 

161180258, 

.166180258 

B = ix 

- 6199241, 

2066414 

C = ^X 

- - 664204, 

132841 

1 I j. 

D = ;x 

- - 1 10701, 

2691 

Ez=ix 

• - - 24261» 


F = IX 

- - - 6410, 


G= 4 x 

- - - 1959, 

45 

H=;x 

- - - 670, 

^5 

r 

I =iX 

- - - - 250, 

D 

2 

K=!x 

- 102, 

I 

L = ix 
M=i-x 

44 . 

- - - - 20, 

S =.163398820 


Ex hoc computo habeo S = . 163398820, valorem utique Terminorum 
omnium polt decimum fecundum; quem itaque adjiciens SummtE 
initialium, 1.407397508, habeo 1.570796328 pro valore Seriei fum- 
mand^, id eft, pro longitudine Arcus femicircularis cujus Diameter 
eft unitas. 

Termini initiales, quando eorum Summa eruitur, facillime reducuntur 
in fraftiones decimales per regulam fequentem, pone a=i, i — 








&c. cruntque Ter- 


mini a 



— e, &c. 
9 


Exemplum n. 


Proponatur Series Brmikeri -j- + 


quatio 
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quatio ad eandem cfl T'= X—ttT, vclctiamT'= X::: — 

2 2 -J--T 2 f 

fcilicet fumcndo initium Abfciffa: 2 a divcrfis pundlis. In priore va- 

lores ipfius 2 funt — , — , — , 5 . m = i, « = — , A = z — -T, 
^ 2’2’2*2 2 z 

B = — C = D = ^~^, &c. In poftcriore valorcs ipfius 2 

funt 2, 3» 4 » 5 » w — I , K A ^2—. ~T, B , C zr 


&C. & in utroque erit S=zA-|-jB 4 j C-{- 

— D-|-&c. Dabitur ergo S ad plures figuras fumcndo pro T quemvis 

e Terminis fat longe diftantibus a principio. Et fimiliter in aliis ca- 
fibus inftitucre licet computum, idque duobus modis diverfis ubi Ter- 
mini funt aflignabiles. Haec autem Series hunc in modum feripta 

* — — — — 1 — — &c. facilius tractabitur per Propofitionein 

tertiam aut feptimam. 


SCHOLION. 


HaCtenus egimus de Summatione Scrierum qua; prodeunt in Qua- 
dratura Curvarum binomialium, & fimilibus. Caeterum procedere 
licet eodem modo in cafibus difficilioribus : nam Summa Seriei deter- 
minatur & erui poteft ex data relatione Terminorum •, idque rcfol- 
vendo Aiquationem Differcntialem ut in noviffimis duabus Propofiti- 
onibus. Problema autem efict laboriofum quxrere Summas indepen- 
denter a Terminis, quando Termini non funt aflignabiles j ideoque 
quaefivi quantitatem quit dudla in Terminum T exhibet Summam S. 
Sic etiam Areiu Curvarum facilius eruuntur mediantibus Ordinatis, nam 
Series hac ratione prodeuntes funt fimplicifllmne. Et hifce pntmiflis 
pergo ad methodum refolvendi Radices /Equationum Different ialium 
in Series magis quidem compofitas, at fimul longe magis convergentes 
quam fuperiores-, quas ea tantum de caufa exhibui, quod effent fim- 
plices & ufibus vulgaribus lufficicntes. 


Hucufque Summam quamlibet defignavimus per S, ejufque Termi- 
nos per T, T', T", &c. At in fequentibus etiam defignabimus Series 
vel Summas, per S2, Sj, S4, &c. earumque Terminos perTa, T'2, 

T'2, 
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T "2, &:c. T3, T'j, T"j, 6cc. Sc fic porro : adeo ut fiC 

S2z=T2H-T'2+T''2+ &c. 
S 3 =T 3 -l-T' 3 -}-r '3 + &c. 

S4 — T4 T 4 T 4 Src. 

&c. 

Et ficut in Serie S, Summae fuccenivae defignantur per S', S", &rc. ita 
in Serie S2, denotabuntur per S'2, S''a, &c. atque in Serie S3 per 
S'3, &c. Et fic in exteris. Hanc autem notationem introducere 
coadtus fum, propterca quod Summ.x & Termini diverfarum Serierum 
fimul confiderandx veniunt in eadem /liquatione. 

Propositio IX. 

Data relatione 'inter cluas Summas 'tn diverfis Seriehus, 
£)’ JEquatione ad Terminos 'm alterutra 3 'invenire Ae- 
quationem ad Terminos in altera. 

Problema folvitur progrediendo ex relatione v.\ri.\bilium prsfente ad 
fuccedentem, ut exinde eliminentur Summte i id quod Exemplis pa- 
tebit. 


Exemplum I. 

Sint S & S2 duas Summas in diverfis Seriebus, earumque relatio 

S = fic vero T =-^Xr^-4~T, relatio 

Terminorum Seriei S: atque ex hilce d.itis opporteat eruere /Equationem 

ad Terminos Serici S2. In .Aquatione S= 1 T-I-S2, ex- 

* 7 / 1 . //i 1 ' 

bibente relationem Summarum, fubfiitue valores variabilium confequen- 
tes pro antecedentibus, hoc eft, S' five S — T pto S; S'2, fiveSs— . 
T2 pro S2 i T' pro T, 2; atque habebis S — T =: 

— - T'- 1 -Ss — T2, qu.T ablata de priore relinquit /Equationem 
liberatam a Summis, fcHictt T = ^ — ' ' 'T/i T'-[- 


~ , n. T m -r I • t t- • T< W/ -t- I • i — Wi — 't 

1 2 } unde efl 1 2 = — — t— — 1 — — 


7 /i . m - - 1 


7/1 , 7/1 -\-l 


T : in qua 
1'ubfii- 
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fubfUtue pro T' valorcin proprium 


2 — n 


w 4- I 


T, atque ob- 
tinebis Ta = qi''j ^ I I ^ ’ inAipcr valore feribe valo- 
res indeterminatarum fuccedcntcs T'?., T', &2-]-i pro pra;fentibus Tz, 


T, & 2 , & orietur T'i = T' •, ubi pro T' 

fubflitucndo fuum valorem, emergit T'z = — i — ~ " ' — , — "p w 

° W-]-l.2-|-I.2 


rurfus 


-m z — </ 


. 1- T- ""t-I — B-pl.l »4-1™ _ 

X r ~ » cx qua prodit T =: , T 2. 

2— .V-j-I ^ ^ «.W ’/!.Z 'I 

. . . — I 

quatio autem prius inventa 1 2 == ^ ^ j7-]~ ^ ~ 

Tz. zTiquentur jam fibi invicem duo valorcs Termi- 
ni T, & incides in z^iquationem T'z= — x — — Tz . ou-p^ 

^ Z-f-l'^2 — «-{-2 ’ " 

exprimit relationem Terminorum Seriei Sz. Q^E. I. 

Exemplum II. 

Sic jam relatio inter Summas S = — x T-^Sz, & 2T-j-3T'x 

t-pi .^quatio ad Seriem S. In .Aquatione ad Summas feribe valores 

variabilium fucceflivos, & habebitur S —T = — x T' 4- S 2 — 

4 42-}-6 ' 

Tz: quam de priore auferens habebis T = T-— x 

^^6 T + Tz j cx qua comperies Tz = - x T + ^ x 

T'. Caeterum per .Aquationem ad Seriem S, eft 3 T'= — 
^T, quo fcripio, prodit Tt= + i T + X 

y 3 I I I 

^ T, vel Tz = - T X X Atque rur- 

O fus 
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Snmmatio Serienon. 

fus progrediendo ad valores indeterminatarum fuccedcntes, habebitur 


T'2 =— velfubftituendo — T 

T : unde T = 


ptO 3T, T 2 ^ X JTipjX 22-|-3 ^ 22 -|- 4 ^ 22-|-5 

. !*-(- j . TTTa • T'2-, atque per valorem ipfius T2 efl: idem 

T = — . ^ X i-i+i X li+i X i~-bj T 2 i quibus duobus valoribus inter fe 

aequatis, obtinebitur 2 Z-|- X T 2 2-|-5 x 3 T'2 = 0. /E- 

quatio utique ad Terminos Seriei S, Et in aliis cafibus fimiliter pro- 
cedendum eft. 


SCH OLI ON. 


Per hanc Propofitionem Series infinita inter fe comparari poflunt. 
Nam Aquatio exhibens relationem inter Summas S &c Sz, dabit unam 
ex data altera: & Termini ipfarum S & S2, dabuntur ex fuis Aquati- 
onibus, quarum una aflumitur, altera vero ex ea aflumpta eruitur : ut 
in Exemplis hujus Propoficionis. Ut fi relatio Summarum fit S = 

T -j-S2, & Aquatio ad Seriem S, T' = Xj in ve- 


nies T2 = 7 ^ T'2 = 7-1—7777 T2 Aquationem ad Seriem S2. 

Sint jam 2, 3, 4, 5, &c. valores fuccedentes indeterminata: zj & ufur- 
pando unitatem pro T invenies 


S= I -+^ + &c. 

S2 = f in » + ^ + 3-6+r^+H^ + ^c. 

In priore Denominatores funt quadrata numerorum naturalium, & in 
pofteriore quadrata numerorum Triangularium. Relatio autem inter 
22-™ I 

Series S = — - — T -!~S2, feribendo 2 pro z, & unitatem pro T, da- 
bit S2 = S — - — , & ducendo in 8, erit 8S — 12 = 8 S 2 = 1-}" 

2 y 

I 

3 ^ 
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-1 — — l- — -1- &c. Et fimiliter cum Serie in qua Denominatores 
36 ' 100 * 225 ' * 

funt quadrata numerorum naturalium comparari polTunt eas ubi Deno- 
minatores funt quadrata Pyramidalium, Triangulo-Triangularium, 8rc , 
Atque in genere polTunt comparari omnes Series qux definiuntur 
quationibus fequentibus 

'T'- 

’ ” . , . . . . . . 

Ubi numerator manet idem, Denominatores autem formantur fcriben- 
do continue z-\- i pro 2. 


: T T' — — T f<rr 


zz-^-a 


Propositio X. 

hivemt e valorem Senet quam proxime^ qua definitur JE.-^ 
quatione hujus forma 

T X + =. r T' X 2* -1- ‘ Jtdz>— » -V- ^c. 

Casus I. 


Primo fit r= I, & fingamus Aequationem ad Seriem efle T'=“— ^ — X 

^ 7 r~”~h ix. Ponamus effe S=:^i^T quam proxime, vel S = 
2 — « 1 

^i^T-|-S2 accurate: & progrediendo ad valores indeterminatarum 
fuccedaneos, erit S — T = — T’-j- S2 — T2; harum Aquatio- 
num differentia dabit T = — T — T' T2; unde 

T2 — Pro T' fubfiitue fuum valorem 
? ? 

~ z 4 -r- 4 -i 2— 2—« _ 
“T" proveniet T2 = — X — X T 

: qui reduftus ad communem Denominatorem dat 


T2 = 
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T 2 = 


Summatio Seriertm. 

-\->n — .7 X n — 1 I ' , 


-t ' 


q,z»z — //-j- I 


T, 


2 ^-/’ 

Jam quo minor eft Summa S’, eo proprius quantitas accedet ad' 

valorem ipfius S ; & eo minor erit S2, quo minor eft Terminus ejus 
primus T2 : is vero evadet minimus ubi variabilis 2 eft minimaruna 
dimenfionum in Numeratore ejus valoris ; nam hic 2 magna fupponi- 
tur : ponantur ergo Coefticientes dignitatum 2* & 2 nihilo aequales, & 
habebuntur diK-e TEquationes q — m = o, atque m — T — « — px 
= o, ad determinandum duas quantitates afTumptas p, q. Pri- 
ma dat q=rn, ex quii & fecunda eruitur . Unde erit 


w -}- 1 ■ 


W . w; ■ 


T2=r- ; T, atque fere S = Q, E. I. 

wi-|- 1.2. 2— 1 ^ 

Et eadem prorfus ratione invenietur approximatio, ubi Aquatio ad 
z z ^ z ” 4 * b 

Seriem eft T'= — T ; T, vel magis compofita 1 fed Coefficien- 
ZZ c z (l 

tes poft /1, & r/ in hoc computo non ingrediuntur. 

C A s u s II. 


Sit jam .^quatio TXi 5 -h 4 *.-p 4 “j-rT'Xs*.-t«-t-i-<i = o, exiftente 
r numero quolibet, [excepta unitate. Finge S=rpx T -j- S2 ; 
dein feribe valores variabilium pofteriores pro prioribus, & emerget 
S — T = />x ’^~^j T'-}-S2 — T2, quas ablata de priore relinquit 

T X T — p T'+ T2 : hxc .^quatio dabit 

= 2-)-« ^ : fed per iEquationem 

ad Seriem S, eft T' = — quo feriptopro T', prodit 

T 2 =; 
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* ^ ^ I ^ A „ X r f ~~~~ I - X I I j* 


2 -j-n 
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Si hujus valo- 


ris membra reducantur ad communem Denominatorem, & ponantur 
CoefHcicntcs trium altifFimarum dignitatum ipfius z aequales nihil $ JS.- 
quatio prima dabit rp-\-p = r, fecunda X r -^- 1 =r — a, tertia de- 
nique <— — b — m^nXrcJi^r»-\ r-f H-\-ma\ & haj tres' 

■7 • j r h-fd I „ , a — c 

Aquationes dant p = w = r — — j r^pi’ ^ ~ '”“r7X‘|* 

Dantur itaque Quantitates alTumpt® p, w», & « } atque exinde etiam 

Qijantitas /X i ' ~|' quae proxime aqualis eft Serici S. Qj^ E. L 

Propositio XI. 

^quatto exhtbem relatio- 
nem Terminorum Seriei S, pone 


'To * *" 

Ta =— X — r 

tn ^ f?» H- 


n w— w4 - 1 ^ 


_ 2 WI-4-I »4-1 »i — »4-2 

^3 = ^ X T2, 

3 »1-4-2 «4-2 w — »-4-3^ 

>< 2 -:r^T 3 , 

Tr = -4— 

^ »4"^ 2:4-3 ^2 — «4-4 4 ^ 

■ w-j-9^z-|-4^2_«»-f 5 * 5 * 

&c. 


TSc= 




Eritquc S = , T -V- 

^ m . w-J- 1 * 

I 

~«-P2T^T4:^ — T2 -t- 

»-|- 4 .ot 4-3 


m- 


^ 6 ^ ^ 3 
m -\~6 .m-\-y 

£dE ■ ^ ^ p * ** 4 

171 "^ 8 , ^ 

&C. 


T3 + 
T4+ 
T5 + 

p 


Pw 
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SummctUo Serimm. 


- . , . fn ^ 1’Z—n , 

Per Propofitionem prrecedencem quantitas ^ T proxime sc- 

cjinlis cft Seriei S. Sit ergo S = T -|-S2 accurate, & in- 


I j ' 

venies 


p m n m — w 4 -i_ z — m 

‘<^T2t=-X^X-X^:rr-fTT. atque Tz=^X 


" — jliiquationem ad Terminos Seriei S2: ex qua data, per 


Propofitionem priorem eruitur quantitas 


-r } • ^ 


• •— an I 


m 




T2 


proxime xqualis Seriei 82. Dein aflumendo S2 — ^ ^ 

1 „ . . r,, 2 f« 4-1 «4-1 ?«_«4-i™,"- 

4 -Sj, invenietur Ta = —1—X —|—X — - X — T21 & 

' ^ ^ m-\- i z-\- 1 z — «-j-i 

T*j ss ~1~ 2 ^ z « I ^ aTquatio ad Terminos Seriei Sj: unde 

. TO-+- ? .1.-^ J— ■? . B-+ I _ . , „ 

compcries quantitatem — «i | 4 «1 |~ 5 — proxime icqualem Se- 
riei Sj. Et fic porro proceditur. Igitur primus Terminus in valore 
ipfius S proxime requatur ipfi S; atque Terminus fecundus proxime 
a-quatur ipfi Sz; tertius vero proxime tcquatiir ipfl S_j ; & ita in reli- 
quis: hoc cfl, Terminus primus proxime s-qualis cft Seriei cujus valor 
qiKEritur \ fcoundus proxime arqualis eft dcfe«ui primi Termini a vero i 
tertius proxime aequalis ell dcfciftui duorum primorum a vero ; quartus 
proxime aqualis eft dcfeiftui trium primorum a vero> & fic deinceps. 
Igitur valor Summae S cft verus & celerrime convergens. E. D. 

Corollarium. Abrumpet valor Seriei S hic exhibitus, ubi «vel m — 
«-j-i eft nihil aut numerus integer & negativus: atque in aliis cafibus 
abibit in infinitum ad veritatem quam celerrime accelerans pr.tterquam 
ubi, propter m nihil aut negativam, v.ilor Seriei eft infinite magnus. 

. Exemplum I. . 


Quaeratur valor Seriei > "4 ~ + 73 “4 ^ 


tio definiens relationem Terminorum eft T': 


36 

2- 


— T, exiften- 
tibus 
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tibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminata; z. Haec autem coUata 
cum Aquatione in Theoremate dat w=i, n—n quibus fcripti» 
prodeunt 

T - ^ 64X4^ 

.rp'* ^ 


EtS=— T- 




IO 

&c« 


i 4 


Collige jam decem Terminos initiales, eorumque aggregatum reperies 
1.5497.6773.1 166.5406.9. Tum pro z feribe ejus valorem decimum 

primum, five 12; & Terminum decimum primum pro Tj atque 


per computum invenies 

T = .0082.6446.2809.9173.55 
T2= - 2869.6051.4233.24 

T3=: 22.6398.8277.97 

T4= ----- 2118.7503.62 

T5 = 63.3652.70 

T6 = . - - - - - - 1.7188.93 

T7= 5S3-9<5 

T8 23.78 

T9=i---------i.ia 


.0950.4132.2314.0495.8 
I.2434-9556.I677.4 
65.6556.6006.1 
7128.5928.3 
1 23.2102.5 
a.9690.0 

, • 920-9 
. ■ 349 

' ’ y-5 

Ss^ .0951.6633.5681.6857.4 


Ex hoc computo habemus S = .0951.6633.5681.6857.4, quae adjefta 
aggregato initialium» exhibet 1.6449.3406.6848.2264.3 pro valore Se- 
riei propofit®. 

■ ExemplumH. 


Summanda fit Series A4- — E+&c: 

/Equatio eandem denotans eft T'=-— ^X“r:f T, uti patebit feri- 

Z 2-j-r 

bendo valores i, 2,3,4, &c. fuccdlive pro z. Aiiquatio autem in 
Theoremate collata cum hac, dat wi = — , « =s adeoque 

T2 = 
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2 *I*I _ _ >T» ^ *V»*> 


2 - 4-9 


J 


T3. 


&c. 


_ 6.2— 1.2^ , 

EcS=-^T + 


— l :iT 2 + “‘^^^7^’^ T3+ &c. 


5-7 


9.11 


Per additionem reperies Summam decem Terminorum initialium e(Te 
1.3916,94645943.2880.5 i dein ut eruatur Summa reliquorum fcribe 
11 pro 2, & Terminum decimum primum pro T, & habebis 

T =.0083.9003.5809.6168.15 
Ta= 2210.8921.7644.71 

T3= 15.1604.0349.56 

T4= 1963.2742.16 

T5= 38.8835.92 

T6= 1.0484.94 

T 7 = 358-18 

T8= 14-77 

T9= 7* 


.1789.9383.0605.1587.3 

1.0738.6191.4274.3 

45.9406.1665.3 
4570.9051.0 

76.0818.3 
1.8104.4 
562.5 
2J-5 
1.0 

S=. 1791.0168.0851.6085.6 

Addatur nunc S aggregato initialium, & prodibit 
1,5707.9632.6794-8966.1 pro valore Seriei, id eft, pro femiperiferia 
Circuli, cujus Diameter eft unitas. 

Exemplum IU 

Proponatur jam Series B + C+^D&c. 

qu* definitur .Aquatione T'=s — ^X rjr T, in qua 1, 2, 3, 4, &c. 
funt valores indeterminate z. Et erit mzzz—, « = -- 5 & propterea 

z 4 

'T,— 9-2-3 n-3-5 T, 

6.:i^4z43 3 I4.z4-i - 42 - 4 - 7 ^ ’ 22.z-[-2-42+i i 

&c. 

T4'.iiS=^T2+HJ±^T3+&,. 

Colligo 


EtS=- 


»•3 
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Colligo jam novem Terminos initiales, quorum Summa prodic 
.5055.0041.4718.3195.8, & feribens lopro 2, decimum vero Termi- 
num pro T, habeo 


T = 
T2 = 



T 5 = 


T6=: 
T; = 
T8=; 
T 9 = 


•oo47-5565-5924-4791*^7 

021.6387.4505.41 

6.8760.0058.48 

995 - 8557-00 

22.0991.75 

6653.41 

252.54 

11.51 

61 


,0935.2789.9848.0902.9 

4160.5406.2053.0 

19.5167.2893.3 

2*85.7755.9 

40.9826.8 

*-°937-5 

379-0 

16.1 

8 

S = .0935.6970.2649.4765.3 


Summa denique initialium addita ipfi S, conficit .5990.701 1.7367.7961.1 
pro valore Seriei, id cft, pro Ordinata Curvse Elafticse. Et hunc 
numerum Jacobus Btnmllius redle invenit contineri intra limites .5983 
& ,.6004, _ j 

Exemplitm IV. 


Proponatur Series i -U— ^C 4 -^D 4 
‘ * 2.5 ' 4.9 * 6.13 ' 8.17 ' 

quae definitur .Xquatione T' = 


10.21 




Xj^T, ejrifientihns t, 2, 3 4, 


Eft vero ct = -^,» = — i 
2 4 


&c. valoribus indeterminatae fuccedentibus, 

& proinde 

T, ^ ^ ^ 3-2.7 5-3-n 

2.2.42-I-I * 3 I 0 . 2 -|- 1 . 42-|-5 ’ l8.2^2,4Z-j-9 3 

&c. 


Summa novem Terminorum initialium eft 1.2157.0599.7306.1360.6. 
Et ut habeatur Summa reliquorum, pone 10 pro 2, & decimum Ter- 
minum pro T, ac per computum obtinebis 


/ 


Q. 


T= 
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5 8 Sutmnatio Serimm. 

.0952.4164.9730.7854.7 
S069. 2540.2083.7 
43-2237.3595.5 
5224.8472.0 
L03.7118.6 
2.9017.4 
1047.8 
46.1 

^ 

S z= .0953.2277.9839.9238.1 

Adjiciatur jam S aggregato initianum, & obtinebis 
1.3110.2877.7146.0598.7 pro valore Seriei, id cft, pro longitudine 
Curv® Elafticx, modo in lineam reftana extenfa foret. Hunc autem 
numerum determinavit 5 <rrwtti/ia; confiftere inter limites 1.308 & 1.315.. 
Quod fi longitudini Elaftic® adjiciatur fua Ordinata, habebitur nume- 
rus 1.9100.9889.4513.8559.8 qui eft femiperiferia Ellipfeos habentis^ 
1 & V2 pro Axibus. Et haec Exempla fufficiant-, haud enim immo- 
ror Seriebus quse per hanc Propoficionem fummari poflint accurate. 

Sgholi ON. 

Hoc Theorema nullo fere negotio exhibet Areas Curvarum binomi- 

alium quarum Ordinatae continentur fub forma unico 

tamen cafu, fcilicct ubi cH f-f-/x’=ro, live x*=— ji hoc eft in eo 

cafu in quo Series pro Area convergit lentiflime. Sed ubi Are* non 
producendae funt ultra o 6 to aut novem figuras, fulEcit quaerere Sum- 
mam quatuor Terminorum initialium, nam S dabit eam rcliguorum ex- 
iguo labore; imo fi nulli Termini initiales colligantur, fed inchoetur 
tranfmuntio ad primum Terminum, valor ipfius S approximabit ad 
valorem totius Seriei fat celeriter.. Series autem in Theoremate, red- 
ditur generalior, atque extenditur ad cafus qui ad Quadraturas non at- 

tinent, ut fcquitur^ Sit..£quatio ad Seriem T'=s T, & 

ponatur 
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T = .0050.1271.8406.8834.46 
T2= - - - 1833.9213.6837.20 
T3= - - . - 15.5605.4494.38 
T4= ----- 2425.8219.16 

T5 = 56.8742.44 

T6r= 1.7922.51 

T7 707-95 

T8 33-45 

T9 1.83 


Summatio Serierim. 


59 


« = ;/ — - 


-m 




J = W-|~2 — 

<•==»+4 — 
</=«-{- 6 — 


. o r— «+.v«+i6 

^_«+8 , 


»— I ^ ZZ-|-W2-}-~’ 

r W-|-»-|-t 'Tt mh-\-n —b-\-iy,^n-\-t 

n-^z * ^ ~~ ;;-|-i ^ 

^—>n-\-zti-\-4. _ '^3 wf-j-B^7If^X''4-i»+4 

w+4 ’ ^ ""Fi ^24"'-f4-~l~""F^""F4’ 

r — m-\- 2 n-\-q __Zj_ CT<^-F«-rf-HX>-+3 >»4-9 

«-^6 * ^ «-{-5 ^ zz-f - n-\-6 . 2-j-r-|-3 ’ 

^ T5 ffi<’-^T— «4-8X»'-V4»»-4‘^ 

^ ° « +7 ^ zz+^^.2+r+4«-[-i6’ 

&c. &c. 

Eritque S = 

«+3 »+5 «-fT ^ 

4~ &c. 

Exempi.um; 

Proponatur Series -^- 4- — A+ ^ B 4 . C 4- D 4- — E &c. 

2 • 2.4 ' 4.6 ' 6.8 ' 8.10 ' 10.12 

quae definitur .Aquatione T'=j^Xj:^T, exillentibus f- » 

7- 

— , &c. valoribus Abfciflx z fuccefiivis. Hsc .Xquatio comparari ne> 

2 — »i z — « _ . * „ 

quit cum T = — — X ;; r ; | i ’ icilicet m Fropofitione j in qua-i 

utique funt duo faftores z— », & z— »-f-t unitate difierentes, morum: 
alter efi in Numeratore, alter in Denominatore : quum tamen in Aquati- 
one propofitam Seriem definiente differentis fadorum in Numeratore & 

1 2 

Denominatore fint— & — . Igitur multiplico fadlores ■ in fe, & pro- 

2 2 

22 

dit T' = & pergo ad .Aquationem in Scholio} quam' 


cum altera comparans, habeo ;»=o, »=s2, &r=:^i & bifcefcrip- 
tis oriuntur 


0 = 
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6o Summatio Serierum, 


11 

— 8 ^ +2-1-824-3 

11 

16^ 422-j-i +-|-i 5 

109 

~ 24^ 4224-242-1-35 

, 193 

-r- 7 81 

^ 32^ 422 -f -3 22-1-63 * 

II 

V 

T 6 ^ ^ * T 

40 ^ 422-J-402-j-99 6» 

&c. 

&c. 

82+5 -T- . 162+33 

1.8 * 3.16 



Quaere jam aggregatum fex Terminorum imcialium, idemque prodibit 
.6106.6818.2373^. Tum fubllitue feptimum Terminum pro T, & 

valorem feptimum — pro 2 } & per calculum invenies 


T =.0036.3492.9656.98 


43258.9887.3806.0 

T2= 1825.5785.II 


5210.5053.3 

T3= 29.7131.92 


59-6739-9 

T4= 8425.62 


1.3879.7 

T5 = 339-30 


491.0 

T6= 17.50 


23.1 

T7 = 1.09 


1-3 

S = .0259.5158.9994.3 


Inventa hoc modo S, eadem addatur Summae initialium & prodibit 
.6366.1977.2367.3 pro valore Seriei propofita;. Si vero unitas divida- 
tur per hunc numerum, quotus dabit Aream Circuli. Et eadem rati- 
one tranfmutantur Series quae definiuntur .Aquatione hujufmodi T'= 

z^dz generaliori. Et notandum eft .Aqua- 


tionem in Scholio T'= ~ T, non ad pauciores cafus ideo ex- 
tendi quod in Numeratore defit membrum in quoz eft unius dimenfio- 
nis : illud enim femper tolli poteft mutando principium AbfcilTae, co- 
que p idto Theorema redditur fimplicius. 

P R 0 P O- 
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6l 


Propositio XII. 

Oporteat tranfmntare Seriem defiyntam Mqualione hu~ 
jus formte 

T X z* -irvc-i^rY y,z* -\-iic.=.o. 

in aliam celerrime convergentem. 


AfTume »» = 


b^d 


‘ a — c 


a — c 


atque per Propofi- 




tionem decimam erit pqiy X ~ T proxime tequalis Seriei, Sic itaque 

quantitas illa primus Terminus Seriei tranfmutatJE : & ad inveniendum 

fecundum, ponatur S = x P -f-Sa ; deinde per Propofitio- 

nem nonam quaeratur Aequatio ad Terminos Seriei S2 ; & cx illa elici- 
atur quantitas proxime a-qualis Seriei S2, eodem prorfus modo ac ap- 
proximatio ad Seriem S prius inventa fuit •, & quantitas illa erit fe- 
cundus Terminus Seriei traiifmucai.T • ac progrediendo fuper hifce vc- 
ftigiis, invenire licet Terminos fequentes tot quot volucris. C^E. I. 

- . , Exemflom I. 


Tranfmutanda fit Series 12 in i— — 4- — — 

' ^-y 7- 7 


T - 


— ■rrm+ 


9.bi 11.243 


rum definitur TEquacione zT-J-jT'*-!.! = 0, in qua valores ipfius z 

‘ f C *7 * 1~ - * 

•, &c. Comparando autem hanc cum Aequatione in- 


fimt t. 


2 » 2 


Problemate, eritr = 3, <1 = 0, b = o, fz=r, d = o\ & indcOT=— , 

4 

I . . .9 Az — 3 

«=: — i quibus fcriptis habebitur — x ~n — T pro primo Termino 
Seriei tranfmutatte. 

3 4Z-I-3 

Finge S =r •— x ^ + S2, tum feribendo valores variabilium fuc- 

R cedentes 


Digitized by Coogle 


62 


SttmmaUo bierienint. 



l7 

J 

-6 



'4'- 

-2 


42. 


i w£liZ'r' 


'4 


^T-+T2, & „indeT2=^x5qrlT+Jx^r. Sed , 

1 

per Aquationem ad Seriem cft T' =— — T X~x" • fubftituto, 

3 _ 

8 22+1 ^ 2Z-j-2 ^ '22-j-3 


obtinebis T2= — | X‘ ;,J_ TX 


;T. In quo valorc feri- 


bendo quantitates variabiles pofteriores pro prioribus, emerget T'a = 
~ I fubfticuendo - J T x ^^pro 

T', eveniet T'2 X X--^^X^^ ^ 4 ^^; per hunc 

valorcm ipfius T'2, cft T = ^ X IFfl X IT+I X X H+s ^'2 : Et 

per valorem ipfius T2 antea repertum eft T = — ^xIFflXiFflx 
a*+j T i. Denique xquando hofce duos valores, Termini T, prodibit 

I Q 

22 -)-— 2xT2-{-3T'2Xx2-i-j2^+5 =0, Aquatio utique ad Termi- 
nos Serici $2 j quae collata cum illa in Propofitione dat r=3, 

— , ^=0, r=^. </=5J hinc fit »»=:3, » = 2; & proinde erit 

Z 2 

2 I 

- X r | ~ ^ ' T2 proxime aequalis Seriei S2 j adeoque Terminus fecundus 
Serici tranfmutatae. 

3 2-)~3 

Ad inveniendum tertium alTumatur S2 = — x “XT ^2 4 - S3, & in- 

4 2-^2 

O I - S 

de per methodum Diffcrentialem erit S2— .T2 =z — x „ | J T'2 -{- S3 

— T 3 , qua de priore fubduila, manet T 2=4 X ~^T2 — - x ~ 4 ^ T'2 

4 2-J-4 4 2-f-3 


2— -I 


.+ T3, cx qua oritur T3=^X^:):^T2-)-^X^^T'2. Sed per 


Aqua- 

3 
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2Z- 


^3 

■ Ti } quo 


Siimmatio Serierum, 

I z 

iEquationem ad Seriem S2, eft T'2 = — tX-j-TX,'T 

14 e 

fubAicuto in valore ipfius T3, provenit T3 = — ^ ^ zz- 4 - 4 ^ 

j g Ta : ubi feribendo vaJores variabilium confequentes pro antece- 
dentibus, orietur T'3= — ^X^^^X T'a; vel fub- 

ftituendo pro T'2 fuum valorem, erit T'3 = X ^ 

azipbX-X^qp^Xj-I^Ta. Per valores Terminorum T3, & T'3, 

li eliminetur Ta, refultabit z2-)-^2T3-{-3T'3X22-|-~z-i-i4=o, 
qua: eft Aquatio ad Terminos Seriei S3 ; eaque comparata cum illa in 
Theoremate exhibet a = p i=o, <■ = <^=i4v adeoquewzz^, 

14 3 4 Z'-f-a I 

” = & propterea ^X erie approximatio ad Seriem S3, 

five Terminus tertius Seriei tranfmutatx. 

Et fimUi proceffu, ponendo S3 = |x^lj}^T3 -f S4, invenies 
3 ..4Z+30, 


Terminum quartum effe “X^^^T4j exiftente T4=s_|- x 
789 

aI=F7 ^ 2z 4-'9 omnino ratione Series 

tranfmutata ad libitum producetur. Sed jam Terminorum progrefllo 
apparet, exiftentibus “ 

T2 = — ^X: 


123 
rXrr-rrXrrVtT, 


8 ^ 2Z-fi^^-f 2 ^^-j-3 

“ "“r^az-j-;^ ^-f-'8^2z-p^’^3» 
rp. r 10 II 12 

5 — • — g X~^jqX22^„ ^22-4-12^'^* 
8cc. 


Ac 
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AcS = - 


Summatio Serierum. 


in 


T 4- 

4^+2 ^ 42+ y ^ ' 4~+»4 


nn . 4^4-^0^ , , 

T3+;qn3T4+&c. 


Summa decem .Terminorum initialium cft 

3.1415.9051.0938.0800.9964.2 i & decimus primus fubftitutus pro T, 

ac — pro z, dant 



+ T3 = 
_T4 = 
+ T5 = 

— T6 = 


.0000.0279.3565.0014.1347.8 

172.5274.8297.5 

1474.5938.7 

3.8136.0 

192.2 

1-5 


.0000.0214.2791.3363.1147.5 

1244.1885.8 

> 7»-7 

-J- .0000.0214.2791.4607.3205.0 


.0000.0000.0 139. 7472.61 06.4 

3.3215.2 
1.4 


— . .0000.0000.0139.7475.9323.0 


Subduc jam Summam neg.itivorum ab ea affirmativorum, & proveniet 
.0000.0214.2651.7131.3882.0, qu£E addita aggregato initialium exhibet 

3.1415.9265.3589.7932.3S46.2 pro valore Seriei propofitse. Et hi fex 
Termini Seriei tranfmutatas tantundem efficiunt ac trigintaduo Seriei 
iimplicis. Sed horum Theorematum ufus latius patet in Seriebus Jentif- 
fime convergentibus, ad quarum utique valorcs pervenire non licet per 
meram additionem Terminorum. 


Exemplum II. 


I I ^ I ' * I o 

Tranfmutanda fit Senes i — 41^ — 16"* 25 — ^ 

iEqu.atio eft • T'='o, exiftentibus i, 2, 3, 4, 5, &c. 

valoribus ipfius 2 ordine fuccedentibus. Hic erit a—o, b = o, r = 2, 

I 

</=i, r=ii; unde w»=i, «=o, & propterca — x — ^ T eft pri- 
mus Terminus Serici tranfmutatjc. 


I 

Ut eruatur fecundus, finge S = — x~' T-f- S2 ; (c per metho- 


dum DifTcrentialem prodibit S — T =: 


rX^lT' + S2 — T2i quas 


dedu(fta 
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Summatio Seriermi, 




deduifta dc priore relinquit T = ^X 


qua invenietur Ta = ^ X T -j- ^ X T' : fed iEquatio ad Seri- 

— —ZZT . 22 - 1- 1 

em S datT'=“]- — ^r— , quo fubftituto, proveniet Ta — x 

22 " I 2 - 2 *" I 'I 22 

T 

- Scribe jam valores variabilium confcquentes pro antecedentibus, & orietur 
T '2 = — — vel rurfus ponendo pro T' fuum valorem, 

2 a,-|-2 

r 22 1 J 22 

T'a =— X ■ ==-,, ■ X T. Per valores Terminorum Tz & T'a, ex- 
2 M-i* 

termina T, & habebis X Ta -J- z^ z’-}-i5Z’-|-i4z-j-4X 

T'i, qux eft /Equatio ad Terminos Serici Sz: eaque collata cum illa 

3 I j 

in Propofitione, data=^, t~o, ^ — ^ = 15» r-=i; & pro- 

• — j 2 — 1 ^ 2 

inde »71 = 3, « = — ; quapropter eft Tz valor Seriei Sz quam- 

proxime, fi ve Terminus fecundus Seriei tranfmutatse. Atque fuper 
nifcc veftigiis progrediendo ut in Exemplo foperiorc, invenies • , • 


T/. 


2 Z-}-I 


T2= — 


2Z ^ 


VT 3 = 


22+2 8Tz ' 

' _ ^ « rm . 


2 Z +3 27T3 
2z-i-2^i:fj 




AcS = 5 ±iT. 


22 


22-^1 

2+3 , 2-1-5 , z-h7 -T- . o.. 

+ zz-i -2 


A = T,B = 


Vel ob fiiciliorem computum, pone 

* C = i2;.D=^,E=ll£.&,:. 

mT r+ 4 * . 




Eritque S — in i-f-i A i-j-3 B -j-t-pj C— D E — icc. 


Summa decem Terminorum Seriei fummandre fub propriis fignis efi: 
.8179.6217.5610.9851.3. Tum ut habeatur Summa reliquorum fublb- 

tue Terminum decimum primum, hoc eft, pro T, & pro z va- 
lorem fuum refpcftivum, fcilicct 1 1 ; ac habebis 

S . A = 
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Siivmntio Seri erunt 


3 - 3 -3 


^-ni' I4 i4 >4 

Et S = ^j in 6A— 7B + 8C— 9 D^-^oE— &c. 

’ Computus autem fic fe habet . - 


C, &c. 


A = .0082.6446.2809.9173.5 

B = 

478.2675.2372.2 

C = 

1.7415.2944-5 

D = 

171.3604.0 

E = 

3.2495-0 

F z= 

991.7 

G = 

43-6 

.. J , « 

H = 

2.6 

. I = 

.2 


Deinde 

. .0495.8677.6859.5041.0 

.0000. 

13 - 9322 . 3556.0 


-c. ; 32.4950.0 


5 ^ 3-2 



1542.2436.0 
' 1^3908.7 
■ 33-8 


2.8 


~ .0000.3348.0296.9983.9 


.0495.8691.6214.4073.0 

Differentia harum Summarum divifa per 1 1, dat S = ^ 

oo4,/;o485.7Ri3.i28o. 8, quse adjedta aggreg.ito decem miualmm, con- 
ficit 8 ^I' 6702 . 3424 .i 132.1 pro valore. Senei. Quumque hic nume- 
rus dimidium fit illius in Exemplo primo Propofitioms decimae re- 
perti; concludendum' eft utrumque computum redlc inftitutum fuifle. 

Etenim Series ubi Termini funt alternatim 

negativi & affirmativi, dimidium eft hujus i + - + j + 75+ &c. in 

qua omnes funt ejufdcm figni. 

' Exemplum HI. 

Proponatur Series i— ^ ^ + “ — 77 + definitur 

iEquatione zT+I+iT^o, in qua vaiores Abfciffe funt p 

5 
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Summatia Serierttm, * 6 7 

^ • f 

^ *7 • • • * 

2 -, — , Sic. Et ineundo computum juxta hanc Propoficionem, deve- 
nietur ad regulam fequentem. Pone A = T, deinde 


B = r Ax 


, I I X MI 
--t-l X t-1 




J *.-r 4. 


D = rcx,-^v^-, 

2 22-^5 


&c. 




pritque S=— in ix-^i A— i.i-^i3D-j-ix-4-i7E— &c. 

Summa duodeccm Terminorum in Serie proporfita cfl 

' ■ ‘ . t 

.y646x)o6^.i48i.832D.$y atque Terminus decimus tertius — ss T, & 

2 = quibus feriptis, habemus A=^, 


B = 


T.l.l 

13.27.27 


A, B: 


2 - 3-3 


14.29.29 


B, D = ■ ^ C, E 

I 5 - 3 I- 3 * 10,33. 


- 4-77 


33-33 


D, 4 «v 


ac S = — in 13 A — i5B-f-i7C — 19D+21E — &c. 

25 ... 

A = .0400.0000.0000.0000.0 


B = 

C ±= 
D = 
E = 

F = 
G=r 
H = 

.5 2 oo.oooo.oooo.oooo.o 
10.9694.9174.0 
7.9306.5 

5 ^ 

4 - .5200.00I0.9702.5S35.5 


422.0744.9614.9 

6452.6422.0 

33-5725-4 

3776-5 


73-4 

2.2 

I 

t 

,0000.6331.1174.4223.5 

637.8782.6 

; ’• ' 2688.2 

■ 27 

— .0000.633 1 . 1 8 1 2.4697.0 

Dein 
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6 8 Simmatto Serierum . . 

Dein dividendo differentiam Summarum per 25, prodit S = 
.0207.9747.1915.6153.5, quae una cum aggregato initialium conBcit 
•7853-9^*^-3397-44^3'° P*”® valore Seriei fummands. 

ScH OLI ON. 


Sicut una iEquatio definit Series numero infinitas, ita una Tranf- 
mutatio infervit Seriebus numero infinitis : E't unumquodque Exem- 
plum pro Theoremate eft habendumj fic Tranfmutatio in ultimo Exem- 
plo infervit Seriei generali 



Obfervandum eft legem continuandi Series per hanc Propofitionem 
tranfmutatas, non femper fe prodere ut in Exemplis qua; hic elegi : 
hoc vero neutiquam incommodabit opus. Nam poftquam colliguntur 
fex circiter Termini Seriei fummanda;, tres vel quatuor Seriei tranfmu- 
tata; dabunt quaeficum fatis accurate pro ufibus quibufeunque ; in praxi 
enim raro opus eft continuare computum ultra novem aut decem figuras. 
Atque eodem res redit, five Termini Seriei tranfmutandre fint iifdem 
vel contrariis fignis aftefti, five fint vcl non fint alfignabiles. Labor 
enim femper erit levis, praeterquam ubi in .Aquatione ad Seriem, quan- 
titas r eft negativa & fimul proxime arqualis unitati; ut fi fit r=a 

^ —. vcl = — computus erit laboriofus. Sed hofcc cafus facile 

evitabit Analyfta peritus, quibus igitur remedium proferre non eft ope- 
rae pretium. ' • - 

Adjungerem quoque nonnulla de Seriebus hujufmodi 


f_j — x' -i- r- H H 

' 2 ”6 ‘24 '120 ' 

1 . I * , ^ 

f__ — — x' — -I- 

6 '120 5040 ' 


Ubi Termini in infinitum produfti non habent datam rationem ad fe in- 
vicem, ut in Seriebus de quibus haftenus egimus, fed antecedentes funt 
infinite majores confequentibus. Ha; exhibent Numerum ex dato Lo- 
garithmo, vel Sinum ex dato Arcu, & funt fui generis fimplicifilnite. 
Tranfmutari poffunt per principia in fuperioribus pofita; cjEterum res 
commodius abfolvitur abfque Tranfmutationibus. Ut in Serie x-j- 




qux exhibet Numerum ex dato Log.a- 

rithmo 
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Summatio Seri erum, 6^ 

rithmo x, fi cflct * = 12.3785, rejicerem Charafterifticam 12, & quae- 
rerem Numerum Logarithmi .3785 qui prodiret in Serie celeriter con- 
vergente ob Logarithmum jam uniMte minorem } quo dato non lateret 
Numerus Logarithmi 12,3785. Et eodem res redit five Logarithmus 
fit Tabularis five Hyperbolicus. 

Et fimiliter in quaerendo Sinum ex dato Arcu, fi idem major fit Qua- 
drante, fubducatur ex Semicirculo, & manebit Arcus Quadrante minor 
eundem habens Sinum ac prior, utique ejus fupplementum ad Semicir- 
culum. Arcus autem minor Quadrante dabit liium Sinum in Serie ce- 
leriter convergente. 

Series qux definiuntur .Aquationibus qux involvunt tres vcl plures 
Terminos Seriei polTunt fummari accurate vel quamproxime ex Analyfi 
fupra tradita : fufficiat autem hujufmodi computationum jecifie funda- 
mentum & aperuilTe viam aliis quibus eft otium & animus hac de ma- 
teria plura fcutari. Sed ne omnino neglefta videatur, dabimus Theo- 
rema generale ex principiis Moivrai, quod tam ad Summationem quam 
ad Tranfmutationem hujus generis Serierum extenditur. 
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Et fenfus Propofitionis eft quod ha: SumnriK eodem numero fumpta; 
enndem ubique habent relationem ac Termini Serici totidem numero 
riimpti. Exempli gratia, in cafu praefente relatio inter tres quofvis 
Terminos ordine fuccedentes erit xxT — 3.vT'-l-T" = o : atque ea 
de caufa relatio inter tres Summas fuccelTivas erit etiam xxS — 3 aS'-|- 
ut experienti patebit. Propofuio vero fic demonftratur. 

SintV, s, t datte quantitates, & affumatur .fliquatio ad Summas rS-|- 
/ S' ==o, dein fubftituendo valores viiriabilium fuccedentes pro 
tir;elentibus, habebitur rS'4-jS"+< S"'=: o, qu;e fiibduda de priori, 
relinquit rS — rS'4-rS' — iS"-{-/S" — /S"' = o; in hac fubflitue T pro 
U_S', T' pro S' — S", ac T" pro S — S", & proveniet rT-|-jT'-|- 
Et haec eft eadem relatio ac ea Summarum primo alTump- 
ta. Et fi plures vel pauciores fint Summte, eodem prorfus modo Pro- 
pofitio demonftrabitur. 

Corollarium. Hinc habemus methodum fummandi hafcc Series ex 
data relatione Terminorum ; ut fequentibus Exemplis fiet manifeftum. 

Exemplum I. 


Detur .Iquatio ad Terminos rT -4-iT'=o, & per hanc Propofitio- 
nem erit ethim eadem relatio Siimmarutp, utique rS4-rS' = o; pro- 
S' fubftitue fuum Valorem S-a-T, & orietur rS-|-^S — jT=o, un- 
de fit S T. Quare datur Summa S ex dato ejus primo Ter— 

r-\-s 

m ino T. Ut fi Series fit 

I + + A + '4 + ^ 

' X ' x’ ' X'* ‘ x’ ' 

c ujus iEquarib eft 2 'i'-— xT'= o, erit r = 2 , j = — Jf j quibus feriptis, 
prodibit S = -^ T, velS = -^T, Subftituatur jam quilibet Ter- 

minus pro T, & -A“T erit Summa ejus & omnium feqaentium ufquc 
in infinitum. Sit T aequalis primo Termino nempe unitati, & habebi- 
tur — — pro valore totius Seriei. 


Exemplum IL 

Ad eundem modum fi .ffiquitio ad tres Terminos fit rT-j-rT'-}- 
^T"=xo, relatio Summarum erit rS-}-jS'-|-/S"=oj in qua feriben- 

do 
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S — T pro S', & S — T— T' pro S', emerget rS-|-jS — 

i~wT4-/T' 

/S — ;T — /T' = o, & exinde S = — : adeoque d.itnr Sex 

datis duobus Terminis. Sit Series fummanda 

i-|-3x-|-Sx*-}“2i.v'-}-55x^-{-i44.v'-f" 
in qua relatio Terminorum eftxxT — 3 xT'-j-T" = o, hinc e(V r=v.v, 

~ I T* 

s =z — 3.V, /=i; quibus feripeis, habebitur S = Subfti- 

tue jam primum Terminum pro T, &: fecundum pro T', & prodibit 

Similiter fi jTqu.uio ad Terminos fit rT-}-jT’-j-/T"-j-‘yT" = o, 
erit S . Et fic deinceps quando relatio eft 

inter plures Terminos. 

ScHorioN. 


Notandum relationem Terminorum quae variabilis' eft, eo propius 
accedere ad invariabilem, quo magis Termini recedunt ab initio, & 
tandem in difiantia infinita evadere omnino invar'iabilem ut in Seriebus 
cx Divifione ortis. Atque hanc appello ultimam relationem Termino- 
rum ad quam relatio eorum continue approximat, nunquam tamen 
perveniet accurate priufquam Termini remoti fuerint infinito intervallo 
a principio. 

./Equatio autem Differentialis definiens Seriem, rejiciendo dignitates - 
AbfciffrB omnes praeter altiflimam, & per hanc dividendo /Equatio- 
nem refiduam, dabit ultimam relationem Terminorum. Proponatur 
.^quatio xxTxtva^ = T'x**^^ 5 T+i, rejice omnes dignitates Abfcif- 
iae infra quadratum, & manebit xxT zz=:T' zz^ qusc divifa per 22 , 
dabit XX T = T*. Et haec eft relatio ultima Terminorum. 

Ultima autem relatio, quum conftans fit, fuppeditat methodum fum- 
mandi Series quamproxime, in quibus relatio Terminorum eft varia- 
bilis. Si detur JEquatio quxvis r T x -j- r T'x — o. 


ultima relatio Terminorum erit rT-|-rT'=o, undeS=:pq^T 


qtiamproxime. Hxc JEquatio obtinet accurate quando Terminus T 
infinite diftat ab initio, & proxime quando diftantia eft notabiliter 
magna. Similiter fi iEquatio fit rT X^T* 4" X 

ultim .1 
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uUima relatio erit rT & S = proxime. 

Adeoque colligendo aliquot Terminos initiales, priufquam inchoatur 
computus, Summa reliquorum habebitur proxime per hanc methodum. 
y.x iifdem principiis etiam co.-rigcre licet approximationem continue ut 
in Propofitione (equente. 


Propositio XIV. 

0»wis Series A B -1- C 4- D -1- E + Gfr. /« ^//a ultima 
relatio Terminorum ejl rT-j-iT'-|-/T”=o, ajfn~ 
mendo n = r-\- s-]-tj fef ponendo 

A2=rA-|-iB-I-/C, A3=rA2.^jB2-|-/C2, A4=rA3-}-jB3-^/C3, 
B 2 =;‘B- 4 -jC-|-/D, Bj =rB2-j-jC2-|-/D2, B^rrrBj-j-jCj -I-/D3, 
C2:= rC-J-jD-j-zE, C3 — rC2-|-rD2-|-/E2, C4=rC3-j-iD3-}-/E3, 
D2=rD.^jE-i-/F, D3=;D2.^aE2+/F2, D4=rD3-|-jE3-|-/F3,^*^‘ 
E2=rE-|-jF-j-/G, E3=rE2-|-zF2-;i-zG2, E4=rE3-I-jF3-|-/G3, 
&c. &c. &c. 


bipartitur in fequentes 

1+ V- + S + 


Per hanc itaque Propofitioncm, Series in qu 4 ultima relatio Termi- 
norum definitur .Aquatione involvente tres Terminos, tranfmutabitur 
in duas hic exhibitas: quarum tamen prior evanefeit ubi eft j-|-/ = o. 
Si relatio fit inter duos tantum Terminos rT-|-iT'=:o, erit i~o\ 
eaque dc caufa, evanefeet Series pofterior, & ea quse tranfmutanda 
proponitur, migrabit in unicam ; quo in cafii particulari coincidet hxc 
Propofitio cum Theoremate a D, Monmort invento. Si relatio fit in- 
ter plures Terminos quam in hac Propofitione, Series tranfmutanda 
migrabit in plures Series. At in omni cafu res erit manifefta ex eo 
jam exhibito. Et nolim amittere fimplicitatem, affe^ando nimium 
paut ts complcfti. ' 


Exemplum 
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Exemplum I. 


73 


A2=_-3 x, 

A3=2 x‘, 

A4 =o, 

Bz ~—^x‘f 

B3 =2XS 

B 4 =o, 

Cz=:—7x’, 

II 

U 

&c. 

Dz=— 9X-», 

&c. 



Proponatur Series &c. Ubi co- 

efficientes fune quadrata numerorum naturalium: iEquatio differcritialis 
efl X T X «-i-ii+i — T'zz — o, & exinde ultima relatio xT — T'=o» 
adeoque r=x, _i, /=o, ;;=:x— .i •, atque 

A=i, 

B= 4 X, 

C=9x', 

D=i 6 x>, 

E= 25 x^, &c. 

&c. 

Omnes igitur Termini poft A 3 , evanefeunt ; & fubftituendo hofce 
valores. Series tranfmutata Ht 

• ^ 3 , 2XX 

* X — I ITT?* 

Et hi tres Termini in unum colledli dant pro valore Seriei. Quod 

fi mutetur fignum ipfius x tam in Serie, quam in ejus valore, habe- 
bitur 


l-f-X 


-j=i— 4x-}-9** — i6x’-j-25^f^ — 36 x’-}- 8 ec. 


Et inde etiam 

_i-^9^*-^^^x4_|-49x«_|-g jx 

id quod colligi poteft diredle ex Propofitionc abfque hifce ambagibus. 

Exemplum II. 

Proponatur Series i -j-8x-j-27x’-|-64x’-f-i25x‘'-4-2i6x'-}- &c. ubi 
Cocfficientes funt cubi numerorum naturalium : & .^quatio ad Seriem 
eft xTxj.*-t-3«-‘-t-3i+* — T'z’ = o; adeoque ultima relatio xT— T'=oj 
& inde r=x, — i , /s=o, «=x— i j & 


U 


A=r, 
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A— .1, 

A 2 y Xf 

A 3 =i 3 .v, 

> 

4- 

!l 

1 

*< 

A -=o. 

B=:S.V, 

Bi = — 19A ’, 

B} = I S.v ' , 

B 4 =— ^.v*, 


C=27A*, 
D=64x», 
F. — I23A-*, 

F = 2i6.v', 
&c. 

r, — 1 

.. y J 

Da=: JIA*, 

F’ =— ;i.v‘, 
&c. 

C3 = ’4A*, 
D 3 =t 3 oa', 
&c. 

C 4 = 'JA', 

&C. 

&c. 


Ilic evanefcunt Termini poft A4i Sc valores fubflituti in Theoremate, 
dane 


I 

— I in 

•V — i 



+ 


I 2 a- * 


& hi quacuor Termini collcfli in unum dant 
Seriei. 


6.V ’ 

1 -{-a.v-j-y * 


pro valore 


Exemplum IU. 


Detur Series fummanda i — 6Ar-|-27x’-.— io4a*-]-36<).v' — i2ii.v'-|- 
3S42A?'’ — I t784x’-j-&c. qu^ definitur Aiiquationc a-vTI^T; — iA'T'i7^ 

— T"2 = o, evadat jam z infinite magna, & ultima relatio erit aaT 

2aT' — T"= o: hinc fit r=.vA, j=i — 2A‘, /= — i,?i=xx — ix — i i atqup 


A — -j-i, 

B = — 6Af, 
C=-f27A*, 
D= — 104.-<"*, 
E=-}-366.v\ 

F = t 2 I 2 A‘, 

G=-t- 3842 A-‘, 
1 U= — 1 1784A:’ 
8tc. 


A2= — I4X*, 

B 2 =-j- 44 A', 
Cz= 13 IA'*, 

D2=-{-376x‘, 

E2= IO52.V*, 

F2 =-f-288Sx’, 
^ec. 


A3=-4-29^^ A4=o, 

Pi = — 70* S B 4 =o, 
C3 =-j-i69A<‘, ■ &c. 

D3= — 408*’, 

&?. 


Subflitue jam hofce valorei pro A, A 2, A3, B, B2, B3, atque Series 
propofita tranfmigrabit in fequentes duas numero Terminorum finitas, 

I 14A* , 2qx* 


— 6 x 4 +'*'’ 7'^^’ 

XX ZX 1 r xx—ix—i^ * **:— IJ.— 


Quas duae in unam Summam colledx dant - - — ! — . ; pro valore 

Seriei. Ad eundem modum Theorema applicatur ad Tranfinutationem 
Serierum qux fummari nequeunt. Demonftratio autem ex fequentibus 

fice 
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fiet manifefia. 


Sic Fradio quxeunque - — ^~7 Tj Numc- 


rator fu quantitas conflans ex membris quotcunque, quorum tamen 
numerus ell determinatus. Sit vero ejus nominator dignitas qux- 
libet quantitatis, qux etiam conflatur ex membris quotvis Numero fi- 
nitis. Tum quicunque fit index ;/, fi Fr.idio refoiv.itur in Seriem, ea- 
dem femper erit ultima relatio 'rerminorum, ac fi Denominator fuifllt 
fimplex pottllas ’ -|-;a- ’ . In hanc igitur fi Series continue 

multiplicetur, fadum tandem abrumpet, fi fit n integer & affirmati- 
vus : hoc ell, fi Series fummabilis fit per fimplicem Aequationem. 

Propon.itur Series i— 6.v-l-’7v’ — i04x'-J-j66.v'‘ — &:c. in qua ulti- 
ma relatio Coefficientium ell A — all — C=o; fumo quantitatem av 

2A — I, vel mutatis fignis, i-j-2A — vx, in qua Coefficientes iidem fune 
ac in ultima relatione, & concludo Seriem propofit.im, modo fumma- 
bilis fit, icqualem efie alicui Fraftioni cujus Denominator ell Dignitas 
quxJam quantitatis i-|- 2 a‘ — .va\ Frgo pono S=i — •6A'-j-27A'* — i04A'* 
-j-jfid.v'* — &c. Seduco utramque partem in i-j-2.v — ,vx ; atque prodic 

S X i-t-iA— XA. = I — 4^-j- ' ' — 44A' ’ -j- 1 3 1 A-^ — &c. quam quoniam non- 
dum abrumpit, iterum duco in eandem quantitatem, & habeo Sx 
1^1*-^^' =1 — 2A-f-5A‘’ — i2x'-\-2^x‘* — &c. dein tertia vice multi- 
plicans eandem, obtineo Sx i-p»x — ax ’ =i ; Terminis omnibus poli 
primum evantfcentibus. 

Igitur palam ell hanc Propofitionem nihil aliud prxllare quam me- 
thodum compendiofam multiplicationis, &c fimul difpofitioncm Ter- 
minorum in Seriebus tranfmucatis qu.x efficit celerem convergentiam 
quando non abrumpunt. Quare DcmanUritionem Lectori indagandam 
relinquo, qux quidem eadem fere ell five Dtnominacores fint trino- 
mules, quadrinpmiales aut plurium nominum. 


Propositio XV. 


Invemre JEcjuationem five Algehratc a five Fluxj ori alis fit^ 
cujus Radix erit Series qu<ecunqtie data qiue definitur 
Aiquaiione in qua Termini Serici fiunt unius tantum 
dimenfiionis. i,- 

Series datur ex datis aliquot Terminis initialibus & fimul lege for- 
mandi reliquos: ex hifce autem datis invenietur Aiquatio habens Seri- 
em illam pro Radice, id quod per Exempla fequentia intelligetur. 

E.XEMPLUM 
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Exemplum I. 


Invenire yEquationem cujus Radix cft Series A-}-Bx-}-Cx’-}-Dx’-|- 
in qua relatio Coefficientium eft conllans, fciliccc rA-}- 
Quoniam relatio cft invariabilis, concludo Seriem 
requariFraftioni rationali, quam fic eruo. Fingo ysequalem Serie datx: 
& Tumendo indices relationis r, j, /, v, in ordine inverfo, duco j ejuf- 
que valorem fuccelTive in v, /x, rx*, rx’, atque provenient 


A-|-^ Bx-j-iCx ’ -|- t’Dx ’ -J"'^'Ex ^-j-'t;Fx ' &c. 

/X)= /Ax-j-/Bx*-]- /Cx’-j-/Dx«-|-/Ex'-j-&c. 

jx')= jAx’-|"^Bx’-|-jCx^-{-jDx'-|-&c. 

rx’)= r Ax’-j-r Bx^-|*rCx'-j-&c. 


Sed ex fuppofitione, eft rA-}-JB-|-/C-^-^’D=o, /-B-j-jC-^/D-^t/E^ro, 
& fic in infinitum. Unde evanefeunt omnes Termini in quibus x cft 
plurium quam duarum dimenfionum ; adeoque rcftabit 

> j=t-A+J ® XxX / B l X». 

' ^ -prA> 

Quae eft .^quatio determinans valorem Seriei. Exempli cauli, fit 
A=2, B= — 3, C=7, r=3, s= — /=6, r=4 i & evadet Aiquatio 

4 j 4-6 x)~ 7x*)-}-3x’;=Sx— 4^', vel } - 


Exemplum II. 


Invenire AEquationem qu$ pro Radice habeat Seriem i— x*-j- 

— x^ — —X* 4 - X* — * 4 - &c. in qua relationes Coefficien- 

»5 35 ^315 693 

tium funt aA-J-jBzzo, 4B4-5C=o, 6C4-7D=o, 8D-^9E=o, &c. 
In hoc Exemplo Aquatio quxfita involvet Fluxiones primas, quoniam 
numeri in relationibus funt aequi differentes. Affiime ergo 


y=:A4- Bx’4“ Cx^-|- Dx‘4- Ex'-)-&c. 

erit x}= 2Bx’-f-4Cx'*4-fiD^‘"}“8Ex’4- &c. 

j4-x)= A4-3Bx’-|-5Cx‘'4-7Dx‘4-9Ex’-f &c. 

2x’j4"'^*}=2Ax’4-4Bx''4*6Cx^-}-8Dx'-}- &c. 


Adjiciatur ngne ultima .Aquatio penultimae atque prodibit 
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Sed cx hypothefi relationes Coefficientium funt 2A-^3B=o, 4B-f- 
5C=o, 6C-|-7 D=o, &c. ideoque Termini omnes poft primum A c- 

vanefcunt, & rcftat Aquatio finita ‘>=A=i, fivc 

j : fubftituta fcilicec unitate, fivc primo Ter- 

mino Serici pro Coefficicnte A. 

Exemplum HI. 


I 7 

Invenienda fit TEquatio cujus Radix cft Series x — ^ 


5 


175 


„ — jx* — &c, ubi relationes Coefficientium funt 

256 2048 

— i.iA — i.iB=o, 1.3B — 4-4C=3, 3.jC— C.6D=o, j-tD— 8.8E=o, 8cc. 

Vcl — A— 48=0, 38 — i6C=o, ijC — 36 D=o, 3jD — 64Fst 5, 8ce. 

In hoc cafu Aquatio defiderata necefiario involvet Fluxiones fecundas, 
quoniam numeri qui indicant relationem Coefficientium, funt duarum 
dimenfionum, five fa£ta fub numeris xquidifferentibus binatim fump- 
tis. Sit itaque 

j—A-fBx^-j-Cx-t-j-Dx^-fEx^-f &c. 

31= 2Bx-|-4Cx’-j-6Dx’-}-8Ex’-j-&c. 
xy = 2Bx-j-i2Cx»-|-3oDx’-j-56Ex’-}- &c. 
j-j-xy = 4 Bx-J-i 6 Cx’-J- 36 Dx’-j"^ 4 E*’"f' 
x’ y-\-x^y — x)’=— Ax-j-3Bx’-|-r5Cx'-j-35Dx’-j- &c. 

Denique fubducendo hanc ultimam Aquationem de penultima, manebit 

>^>--^'J+j-^’j+^ 7 ={^ 4 B^+. 6 c}^+ 36 D^ 

hoc cft xy — x’)'-j-y — x*)'-4-*)'=o, vcl = P''0P' 

ter relationem Coefficientium, omnia membra cx una parte Aquatio- 
nis evanefeum. 

Exemplum IV. 

I Q 2 * 

Quaeratur Aquatio, cujus Radix eft i - Ax’ Bx'* ^Cx‘ 


+ - 
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I l?Dx*-l-&c. ubi relationes Coefficicntium funt A— 4^=0, — 

' 64 ' 

iiC=o, 25C— 36D=o, &c. Finge 

3 =A+B.v*-|-Cx«+Dx‘+E^’+F^' • + &C- 

Erit 3= 2B.v-|-4C.v'-|“6Dx'-)-8Ex’-j-ioFx’ -j-Ccc. 

ac xj= 2 Bx+i 2 Cx'+ 3 oDx’ 4 - 36 Ex’-|- 9 oFx‘’ + &c. 


Dein per computum invenies 

xj_|-3x*)4-Jr*)=A^4-9®*’4-25CA’+49DA:"4-8iEx' + &c. 

j-|-X)‘=4Bx-|-i6Cx»-]-36Dx‘-f-64Ex’-f looFx' &c. 
Harum aEquationum pofteriorem fubducito de priore & habebis 

+ &c. 

Et inde propter relationem Coefficicntium, Aquatio erit X)=)»i-jxx+ 




Exemplum V. 


Quaeratur iEquatio cujus Radix cft ar+^ir* + ^Jf’+75^‘' + ^‘^- 
ubi Denominatores funt quadrata numerorum i, 2, 3, &c. AlTume 

3 = x+^x* + ^x’ + /§*‘’+r 5 ^'+*^"- 

Erit xy=:x-|-jx’ + jx’ + — *■* + — x’ -j- &c. 

Cujus Fluxio eft 

hoc eft x3-j-y = — 

Similiter ft Series fit x+|- x*+ ^x‘+ ^x^+ &c. ubi Denomina- 

. .. I 

tores funt Cubi, invenies JEquationem efle )’+ 3 ^)-T**y = 

Et fi Series fit x+ ^gx•+^x»^-2-^x‘‘8a:.cxiftentibusDcnomma- 

toribus . 


Digitized by Googie 


SummMio SermutHi .. 7 ^ 


coribus biqiudratis, prodibit Aquatio j -j-7.v = j 

Et fic deinceps. 


I 


SCHOLION. 

F.x data igitur relatione Coefficientium, Series reducuntur vel ad 
Fr.idiones vel .id Fluxiones, idque eadem prorfus facilitate in omnibus 
cafibus; fiye Series determinetur per relationem plurium vel paucio- 
rum Terminorum. Nam quoniam fumendo Fluxionem Seriei, Termi- 
ni ducuntur in indices dignitatum, qui femper funt aquidifferentesi 
& rurfus in ali.is quantitates jcquidilTerentes, fumendo Fluxiones fecun- 
das j & fic porro, formare licet hac ratione relationes Terminorum^ 
qu.-ECunquc fint, infillcndo velligiis mox traditis. 

Ad fummationem autem perfectam oportet Fluxiones reduci ad Flu- 
entes; quod ubi fieri nequit, concludendum cft. Seriem de qua agitur 
non effe ex ipfarum numero quee fummari pofiunt. Multum autem 
confert ad promovcnd.im hanc dudtrinam ut Summationes reducantur 
ad Fluxiones, quoniam methodus regrediendi a fluxionibus ad Fluentes 
licet impcrfefta fit, eft tamen melius nota & magis exculta quam ea re- 
grediendi a Differentiis ad Summas. Sed & altera alteri mutuo prabe- 
bit opem: Fluentes enim fi inveniri pofllnt, exhibebunt Summas; vel 
c contra Summae invents dabunt Fluentes. 

Ex Propofitionibus jam traditis, aliifque ex iifdem principiis facile 
deducendis, invenire licet Radicem Aiquationis cujufcunque accuratif- 
fime in numeris modo reduci poflit in Seriem fimplicem, ctiamfi len- 
tilTime convergentem. Sed etiamnum reftat difficultas, fi’ neque Series 
cito approximet neque fit relatio Terminorum fimplex & idonea qute 
definiatur i^lquatione dilfercntiali.- Quippe fi in iEquatione refolv^da 
reperiatur Radix ejufve Fluxiones plurium quam unius dimenfionis vel 
fi h^ in fe mutuo multiplicentur ; & hujufmodi membra nequeant e’limi- 
nari: in iis inquam cafibus Radix non efl: reducibilis in Seriem fim- 
plicem compofitam ex dignitatibus Abfciflk:, 'filtem per artes mihi 
hadlcnus notas. At dignitates Abfciffie utcunque altte fint in .lEquati- 
one refolvenda, nullatenus obftant fimplicitati Seriei. ^ 

Sed hac oblata occafione, conabor tollere difficultatem haftenus in 
taftam, qus tamen in redudione .Aquationum Fluxionalium maxima 
eft. Sciendum igitur eft eas Aquationes Fluxionales qu;e involvunt 
omnes conditiones Problematis, idcoque determinant omnes Coeffici- 
entes in fuis Radicibus, refolvi poffe perinde ac Aquationes literales 
affcfta:, idque per regulas a Newtono dudum traditas. Attamen ple 
rumque fit Aquationes non determinare omnes Coefficicntcs Termino- 
rum . 
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rum in fuis Radicibus; fcilicet quoniam quantitates conflantes evanef- 
cunt & omnino amittuntur ex i^lquatione in progrcfTu a Fluentibus ad 
Fluxiones. Sed & variis modis evanefeere folent prout Fluxio fumitur, 
id quod Exemplo declarare libet. 

^ X* . . 

Proponatur /Equatio y‘ = a'-\-bx -{- & fluente x uniformiter, 
atque feripta unitate pro ejus Fluxione ; habebitur per Methodum di- 

A y I 

reftam : cujus Radix per methodos Nevjtoni extradla, 

eadem erit ac Radix Fluentis y’ , idque propter quantitatem 

aa jam amiflam. Et hoc in cafu non determinatur primus Terminus 
Seriei, qui utique pendet ex evanefeente quantitate aa. 

y * 

Similiter fi iffiquatio propofita prius dividatur per x, exibit — = 


+ - cujus Fluxio efl - >- = 
in X*, 2xyy — y*= — 


y* — aa 


2x* 
tc ' 


Et hujus Radix 


^ — , vel ducendo 
cc ’ 

pure fumpta ea- 


dem eft ac Fluentis, y* =<j* + — . Quo in cafu non determinatur 

fecundus Terminus Serici, qui dependet ex Coefficiente b nunc a- 
miffa. 

Denique fi .Aquatio fluens dividatur per x^, habebitur ^ + 

I . zv* 4 V* — 3 ^ , 

— U — , & exinde Fluxio erit TT — “TT" — 

sbxi qus refoluta per regulas vulgares, eandem da- 
bit Radicem atque Fluens y* = <»• + ix : adeoque Terminus Seriei quin- 
tus, qui dependet ex Coefficiente cc non determinatur. Hinc patet 
fluxionalcs .Equationes 

• 1 . 1 ^’ 

2yy = f>+— , 


2 xy y — y’ 



2xyy — 4y’ s= — — jbx 

provenire ab unica fluente y* =zaa-\-bx-\~— : per primam Terminus 
primus Serici non determinatur ; per fecundam determinatur 
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non fecundus Terminus } per tertiam denique determinantur primi qua- 
tuor Termini Seriei, at quintus relinquitur indeterminatus. PofTunt igi- 
tur diverfae i^quationes fluxionales provenire ex eadem fluente. Sed 
methodus refolutionis non erit perfeila priufquam in poteflate fuerit 
exhibere omnes Radices diverfarum fluentium a quibus Fluxio quaevis 
propofita ullo modo pervenire poflit. Nam necefle eft habere rationem 
quantitatum qu:e vel adu evanuere vel evanefeere potuerunt. 

Etenim non licet extrahere Radicem ex Aquatione fluxionali tan- 
quam nulla quantitas evanuiflet, dein addere quantitatem datam fluenti 
inventae ut in Quadratura Curvarum. Termini utique indeterminati 
faepifllme funt quantitates invariabiles : & additio Quantitatis datae 
Radici inventz non xquipollet additioni Quantitatis ^Equationl re- 

AX* 

folvendae. Sic eadem Fluxio 2 = provenire poteft ab utri- 

vis fluentium vel yy = bx-^—i quarum tamen 

Radices fortiuniur formas omnino diverfas, fcUiccc prior 


• i 1 

Cx ' &c. pofterior Ax ^ -p B X * C X ‘ -f- &c. 

Infuper fieri potefliEquationem fluxionalem involvere omnes Coeffi- 
clentes quas involvit fluens, & hoc non obflante. Terminos omnes non 

x^ 

determinari, ut in Exemplo fequente. .ffiquatio =:aa-\-hx-\ 


exhibet diredle Fluxionem. 2 • quae fi • ducatur in eva- 


• 4 * y 

det 2y* y~ by -| ^ i & dein fubftituatur pro yy fuus valbr 


X* • • i x*y 

bx-\-—, tandem habebitur laay-^ibxy by 


Et 


haec efi Aquatio fluxionalis involvens omnes Coefficientes quas invol- 
vit ejus fluens; in qua nihilominus primus Terminus Seriei non deter- 
minatur. Idem etiam ubique eveniet nifi adfit membrum in .liquati'- 
One quod nec involvit Radicem neque ejus Fluxionem quamhbet. 

Sunt & aliae difficultates quamplurimae haud minoris momenti, quas 
facile quivis percipiet multiplicari in- Fluxionibus inferiorum ordinum : 
nam in Fluxionibus fecundis, Termini duo ab invicem neutiquam pen- 
dentes poffunt efle indeterminati, & tres in tertiis ; 8 c fic porro. Ce- 
terum accidit haud raro omnes Terminos determinari ex ^qaatione e- 
tiam involvente Fluxiones inferiorum Ordinum. Et omnia quje hic 
dida funt de Fluxione cujus fluens nota eft, etiam vera fune de Fluxioni- 
bus quarum fluentes funt ignotx. 

Y Radix 
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Radix /Equacionis cujufcunque eft quantitas, quae fcripu pro litera 
denotante Radicem, efficiet omnes Terminos Aquationis refultantis 
evancfccre. Termini autem duobus tantum modis poflTunc cvanefcerc, 
vel per fignorum contrarietatem in membris homologis, vel etiam ubi 
rcperitur quantitas conflans in fluente eadem enim nullum relinquit 

vcftigium in Fluxione. Ut fi fit j = Ax"i erit yrri/Ax»— >, j = 
na — »Ax*“* V fi fit n — o, evancfcet valor Fluxionis primae; fi fit 
iin—n=zo, id cfl, « = o, vel » = x, evanefcct valor fecundae; idque 
abfque aliis membris homologis qua; eas deftruere poffint. Et haec 
funt principia per qua; enodandae funt difficultates univerfa; qua; occur» 
runt m refolutione Aquationum fluxionalium. 

Proponatur Aquatio refolvenda r • — x*y*, vel pofitauni- 

tate pro x, r* ji' =r*— )*. Per paraltelogrammum vel alias New- 
leni methodos, invenies Radicem 

' — 6r* i2or-*~ 504or‘ 

Hujus enim quadratum fetiptum pro j*, & Fluxionis quadratum pro 

y' efficiet omnia membra Aquationis refultantis fefe deftruere per 
contrarietatem fignorum. Videamus autem an alia fit radix qua; hoc 
modo inveniri nequeat. Illum in finem finge Ax* elTc primum Ter- 
minum Seriei, five ) = Ax» proxime; eritque j = «Ax*— ‘; adeoque 

= «*A*x*’'— *, & J* = A*x” ; quibus fcriptis, rcfultatK*r»A*x»^*= 
r* — A*xi*, vel ducendo totam in x*. 

»*r»A*x»"=r*x* — A*x*»-i-*. 

Ubi patet membrum ;j»/-»A*x« evanefeere quando eft x»=o: fubfti- 
tuatur ergo o pro », & fvadet Aquatio 

ox^'*A*x' =r*x> — A‘x» ' 

hoc igitur in cafu evanefeit membrum r* A»x' in quo x eft minimarum 
dimenfionum : e^uc de caufl erit Ax*, five conflans quantitas A pri- 
mus Terminus Seriei eo citius convergentis quo minor eft x. Atque 
hunc computum profequendo invenies per methodos vulgares 

x^ 

y * ““ 2 f* 24 “ yior* 

Sed quantitas A ex Aquatione Fluxionali non determinatur. Quod fi 

'Aquationis r*)* = r» — capiatur Fluxio habebitur 2r*jfj = — 2jy, 

vel dividendo & tranfponcndo r* )’ "i" ) = o. Ponamus jam effe y=i Ax*> 

» erit 
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«rit = & y =rjr^_)i Aa;*— quibtis fubftitutTs, prodit 

»«— aXr‘ Ax*— *-j- AVrr o ; ubi patet indicem n — 2 non comparari 
pofle cum indice n\ & proinde nullam Radicem illa methodo erui 
polTe. Attamen ponendo Coefficientem nn — « = o, habebitur »=o, 
& » = i j adeoque potcft A vel Ax clTe primus Terminus Seriei, uti 
prius invenimus. 

Prior Series dat Sinum, & pofterior Cofinum ex dato Arcu x. Eftque 
CoefHciens A in pofteriore aequalis Radio r. Etenim five ponas y pro 

Sinu vel Cofinu, femper incides in Aquationem r*y* =r*— y*, qua: 
null4 Radice explicabilis eft pra:ter duas jam exhibitas. Ex hoc autem 
Exemplo' notare licet formam Seriei lemper determinatam elTe ex Aqua- 
tione, etiamfi Coefficientes non determinentur. Et ubi Coefficiens cu- 
jufvis-Terihini non determinatur, index ipfius x in eodem 'femper in- 
venietur ponendo membrum aliquod Aquationis refultantis aequale nihi- 
lo. Ubi vero Coefficiens Termini determinatur, index ipfius x in eo- 
dem invenitur per comparationem duorum indicum io Aquatione re- 
fulcante, idque per, regulas Newtek- 

Refolveiida fit Aquatio y-)-rf_’y— xy.,-kX‘ y=:o, ubi x fluit uni- 
formiter, & unitas feribitur pro ejus Fluxione. Finge yt=Ax* proxime, 

eritque y=jaAx^.', y = « w — » A ; quibus fubftitutis inAquatij 
one refultat ■»— » Ax*^-|-4 4 — Ajr"s::o. Pone jam Cocfllcientexn 
x»~v=o, & prodibit «sro, vcl «3:1 a, hi valotes..fubftituti pro x 

in Aquatione, exhibent ;i , oi. i.i ; L' 1 ■■ ;t/ 

ox Ax~*-f-<ja Ax* =0, & 

OX Ax“*-i-44— I Ax = o } 

quumque in utroque cafu evanefeat membrum in quo x eft minima- 
rum dimenfionum, concludo elle o vcl i, indicem ipfius x in primo 
Termino Seriei quae conver^ eo citius quo minor eft x : adeoque ufur- 
pare licet ' ' . ’ 

y = A-f Bx» -HCx^4 -Dx* 
vel y=Ax-}-Bx‘-(-Cx*-}-px'’.^&c. 

In Aquatione refultante »»— • Ax*^ 44— «1» Ax* =: o, pone nunc 
Coefficientem i eritque «s=:+a: feribe igitur -\-a, & — a 

pro », & prodibit 

Ax*-^-\-o'iiAx*=iO 
Ax— *“*-}-ox Ax— ‘ = o. 

In utroque igitur cafu evanefeit membrum in quo x eft maximarum di- 
menfionum ; caque propter eritque -}-<j vel — a index primi Termini 
Seriei eo citius convergentis quo major eft x. Nam aflumere licet 
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• ) = A x‘ + Bx— * + Cx— ♦ + Dx—« 4- &c. 
vel j = Ax-* + Bx-^* 4- Cx-^+4- Dx—- ‘ 4-&c. 

Harum quatuor Scrierum coefficientcs determinatas daat valeres Radi- 
cis fcquentes 

A‘'+-rf ®‘‘ + -T5-C«-+2-:r»-D»'+ &c. 


3-4 
£ — aa 


5-t> 

X? --SSx£- - 


7.8 




"-I- 5 „ £ y — &C 


•'1-J 


Duje priores attinent ad muhiplicationem aut divifionem Arcus circu- 
laris. Pofteriores vero fpeftant ad arcam Hyperbolae. , Et haec Exem- 
pla fufHciant ad illuftrandam regulam hic adduiSam pro determinando 
indice. Ea deducitur ex Propoutione quinti : atque per eandem & rc- 
ftulas Nnotoniy extraftio radicum in Senebus uifinitis ad ummneum per- 
ducitur, uti quivis facile percipiet qui mediocriter verfatus eft in ns quae 
hac de re Authores haftenus protulere. Etenim facile demonftrabitur 
jEquationem non admittere Seriem pro Radice quae hac methodo non 
eruitur. Sed hic non loquor de Seriebus qu® conflantur ex Terminis 
in quibus indeterminata x habet indices indetcnninacos. • 



PARS 
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D E 

Interpolatione Serierum. 

I T rc(5la quxvis pofitione data PQ^ fup-r quam eri- 
■;.>ntur Ordinua; quotcunque A, B, C, D, &c. fibi 
niuiuo par.ilIflfB, & itqualibus intervallis ab invicem 
lift.intes: dcfigncnt autem hae Ordinat® Terminos Se- 
.ici regul .ris, continue increfccntcs vel decrefccntcs, & 
odem figno aiiedtos ; atque una cademque Cu’ va tninfi- 
bic per extremitates omnium, qu® quidem determinabitur ex data 




TEquatione ad Seriem, id cft, ex data .^quation • generaliter expri- 
mente relationem inter duas vel plures Ordinatas qualVis fuccelTivas. 

Z Si 
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Si fx data Aquatione illa dilTerenciali erui polTit Aquatio hujus 
Curvrc Algebraica, utpote qurc definit relationem inter Abfeiflas & 
Ortiinatas correrpondentes, habebitur Ordinata quaecunque ex data ejus 
Abfcifia per refolutionem Aequationum alTeftarum, adeoque Interpola- 
tio Serici abfoluta ; qiim utique confifiit in afilgnatione cujuflibct Ter- 
mini primarii vel intermedii ex dato ejus loco in Serie. Ubi vero 
Aequatio Curvre Algebraica nequit inveniri, id quod plerumque fit, 
nihil ulterius Iperandum cIl quam exhibere valorem Termini cujullibet 
qutcfiti per Seriem convergentem, vel forte per Quadraturam Cur- 
varum. 

Hic autem loquor de Terminis tcquidiftantibus, quorum quippe rela- 
tiones prodeunt feribendo numeros mquiditlcrentes fucccflive pro Ab- 
fcilla 2 in Aiquatione differentiali Seriem definiente. Nam intervallum 
comnaune Ordinatarum fuper AbfcilTam confiftcntium, proportionale eft 
incremento invariabili indeterminatte 2. 

Propositio XVI. ' 

Si idem fit intervallum commune Terminorum primario- 
rum ^ intermediorum^ ^ detur unus 'ex interme- 
diis y dabuntur omnes ex data /liquatione ad pri- 
marios. 

In figurU fuperiore defignent A, B, C, D, 6 cc. Terminos primarios, 
& a, />, r, &c. intermedios i fintque intervalla primariorum AB, BC, 
CD, &c. tcqualia intervallis intermediorum ah, hc, cd, &c. quodque cui- 
que. Dico omnes intermedios dari ex dato eorum quovis uno & fi- 
mul AEquationc differentiali definiente relationem primariorum. 

Etenim Aiquatio quae aflignac relationem primariorum definit Cur- 
vam tranfeuntem per eorum extremitates ; & Aiquatio qua; definit re- 
lationem intermediorum definit etiam Curvam tr.infeuntcm per illorum 
extremitates. Sed per definitionem primariorum & intermediorum 
eadem Curva tranfit per amborum extremitates ; quare eadem Aiqua- 
tio quae definit Curvam, definiet relationem Terminorum in utraque 
Serie. Et illa Aiquatio, datur ex hypothefi ; adeoque datur lex con- 
tinuandi intermedios, qui itaque omnes dabuntur ex dato quovis uno. 
Q.E. D. 

Conllarium. Si in Aiquatione quavis differentiali exprimente relati- 
onem primario; um A B, C, D, &c. valores fucceflivi Abfcinic 2 fint 
— PA, PB, PC, PD, &c. exiftente punfto quovis P principio Abfcillk; : 

tum. 
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tum habebuntur reluiones intermediorum feribendoproz fiiccefnvc — P.r, 
Pt, Pf, P(/, &c. in eadem eliquatione. Nam eliquatio difterentialis ge- 
neraliter e.xprimit relationem inter duas quafcunque Ordinatas ad certam 
dirtantiam ab invicem fitas, five e;e cadant in Serie primariarum five in 
ea intermediarum. 

Exemplum I. 

In progrefiione Terminorum Geometrica i, x, x^, x’, &c. fr 

Termini in medio confidentes inter primarios fint a, b, c, d,e, &c. erit 
l=ix, c=bx, d—cx, (=dx, &c. quorum utique eadem cft relatio ac 
primariorum. 

Exemplum II. 


Si Termini primarii fint i, i, 2, 6, 24, 120, yio, 8 cc. quorum relati- 
ones 1'unt B=.\, Cz=.2B, D=3C, £=+ 0 , &c. & Terminus direfte 
in medio confidens inter duos primos i & i fit a; reliqui dabun- 


tur per TEquaiiones b= —a, c = — b, d=^ c, e = ^ d, &c. hi utpote- 

confidunt in medio inter duos quofquc primarios, ab iifdem hinc inde 
jcqualiter didantes. 

Si vero a defignet Terminum inter primum & fecundum, cujus 

4 

didantia a primo ed tertia pars intervalli communis-, pone b=—a. 


i — 7-1 d=.-~ c, ‘ d, &c. atque a, b, c, d, e, &c. erunt inter- 
3 ’ 3 3 

medii quorum quifque didat tertia parte intervalli communis a prima- 
rio ipfum antecedente, vel duabus tertiis partibus ejufdem intervalli a 
primario ipfum immediate confequente. Condat igitur relationem in- 
termediorum dari ex Interpolatione relationis primariorum : & ea fem- 
per ed interpolabilis, quoniam aflignatur per /Equationem ad Seriem. 


Exemplum IIL 


Proponatur Series I, p qux producitur per muU 

X ^ y 

tiplicaiionem continuam numerorum -, &c. & fit a Ter- 

minus in medio inter primum & fecundum, atque ponatur j <t,. 
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c — ~b,d=. — c, e=. — d, &c. tum erunt b, r, d, t, &c. reliqui intcr- 

5 7 9 . , 

medii qui confiftunt in medio inter duos quofque primarios. 


S C H O I. I 0 N. 

Si Aquatio ad Seriem involvat tres Terminos, debent dari duo; & 
tres fi involvat quatuor, & fic porro, ut habeantur reliqui intermedii. 
Hujus autem generis eft Propolitio Ne-xtoni leptima in Traftatu de qua- 
dratura Curvarum, qum tamen non tantum obtinet in Curvis fed & in 
Serie quacunque. Atque ufui venit hoc Theorema quotiefeunque quae- 
ritur Terminus intermedius qui confidit prope initium Seriei; eo enim 
in cafu ejus valor proveniet in Serie Icntifllme convergente ; quare pri- 
mo quaerendus eft refpeAivus intermedius facis remotus a principio, 
cujus utique valor prodibit in Serie cito approximante: dein ex hoc 
dato regrediendum eft ad illum primo propofitum per relationes Ter- 
minorum, ut in h;ic Propoficione. 


Propositio XVII. 

Omnis Senes ejl 'interpolahilts^ cujus Termini conflant ex 
faBonhiis mterpolabilihiis. 

Sit Ax*Xit, Bxix3, CxfXj-. nxfiX<f, &c. Series cujus Ter- 
mini conflantur ex tribus fadioribus : dico eam elTc interpolabilem, fi 
interpolabiles fint tres faiftorum Series, fcilicet A, B, C, D, &c. a,b, 
c, d, &c. & «, 3, y, J, 

Quoniam enim Termini intermedii in Serie compofita, eodem modo 
formantur ex intermediis correlpondentibus in Seriebus fimplicibus, ac 
primarii ex primariis ; iidem invenientur ducendo refpciftivos interme- 
dios Serierum fimplicium in fe mutuo. Ut fi T fit Terminus inter 
B & C, / rcfpedlivus inter i & c, atque r refpeiftivus inter 3 & y ; 
tum Terminus correfpondens in Serie compofita, fcilicet is inter Bx 
ix/3 Sc CxfXy, erit fadlum fub illis tribus, nempe Tx/Xt. Et fi 
plures vel pauciores fint faftorcs, fimiliter demonftrabitur Propofitio. 
Q^E. D. 

Corollarium. Hinc in Serie interpolanda, fi duae vel plures Series fadlo- 
rum fint accurate interpolabiles, polfunt rejici ex computo: dein reliqus 
funt interpolanda: per methodos poftea tradendas. Nam interpolatio non 
eft temere fufeipienda ; fed ante exordium operis inquirendum eft qute- 
nam fit Series fimplicilfima ex cujus intercalatione pendet ea Seriei pro- 

poutsp. 


Digitized by Googie 


Ini crp olat 10 Scricntm. 8 ^ 

GtJE. Atque haec praeparatio efl magna <*x parte omnIno ncccfraria, 
ut deveniamus ad conclufiones concinnas & elegantes. 

Exemplum I. 


Si Series intercalanda fit i, — ,v‘, — v’, 8ec. pri- 

6 40 112 1152 * 

mum refolvo eandem in tres Series faftorum fimplicium ad modum 
fequentem 






&c. 

I 

I 

I 

I 

&c. 

_ « 

« 

' > 

9 ’ 

3 

5 

7 


I 

3 

5 

35 

&c. 

r* 

8 ’ 

16 ’ 

cc 


tc harum trium Serierum palam eft duas primas efie interpoLabiles, non 
item tertiam ; qu* tamen quum fit fimplicior, facilius interpolabitur 
quam ea qu£c proponitur. Ut fi defideretur is in medio inter fecun- 
dum & tertium Seriei compofitae i patet correfpondcntes Terminos in 

J j 

prima & fecunda Serierum fimplicium effe & — refpeftive : in ter- 
tia Terminus correfpondens appelletur T, dein fadtum fub hifce tri- 

bus x^, — , & T, five — T x x erit is qui defideratur. Adeoque 
4 4 

Interpolatio Seriei compofitae reducitur ad Interpolationem Serici fim- 
plicioris. 

Exemplum II. 


T f~ I f* ^ I— 2 Y — |— 2 

Si detur Series hujufmodi i, ^ B, - C, D, &c. 

interpolare licet Series Numeratorum & Denominatorum feorfim, hoc 
dl, Series 


I, r, r.r-pi, r.r-pi .r-t-i, &c. 

/*» P -f "Y ^ icc. 


Deinde Terminus quilibet in Serie Numeratorum divifus per rcfpefti- 
vum in ea Denominatorum, dabit corrcfpondentcm in Serie propofitS. 
Si differentia inter r & /> fit numerus parvus, non opus eft hujus ar- 
tificii. C.Tterum quando praedidia differentia eft magna, neceffe eft 
interpolare Numeratores & Denominatores feorfim. 

A a 


SCHOUON. 


So 


Interpolatio SerierunI 


SCH OLI 0 N. 


Huc etiam referri debent plurim;^ luijufmodi praeparationes. Exr 
empli gratia, fi Seriei 

&c. Cy d, c, hy A, B, C, D, E, &c. 
hinc inde excurrentis in infinitum defideretur Terminus in medio In- 
ter duos medios primarios <j & A. Duc Terminos primarios aequa- 
liter a medio diflantes in fe mutuo ; hoc eft, A in a, B in by &c. 
& componetur nova Series utrinque excurrens in infinitum 
&c. D^, Cc, Bi, A a, Aa, BZ», Cr, T)d, ^c. 
cujus Termini a medio aequaliter hinc inde remoti funt inter fe a?quales: 
& cujus Terminus in medio inter Aa&c A a erit quadratum Termini 
qux-fiti qui confidit in medio inter a & A in Serie prius propofita. 
Igitur Terminus ille quaefitus erui poflit per interpolationem alterutrius 
Seriei. 

Notandum eft Terminum defideratum confiftere pofie in diverfis 
Seriebus, & ex ea confideratione facilius nonnunquam inveniri. Ut fl. 
Terminus quilibet quxfitus lateat in medio inter primum & fecundum ia 
utravis Serierum fequentium 

I, r, r.r-\-i.r-\-2,8cc. 


I. — 


&c. 


Tum ducendo Terminos refpedivos in fe mutuo producetur nova Se- 
ries 


’ /^+2 ' }-\-3 


' ^D, &c. 


inter cujus Terminum primum & fecundum is qui medium locum te- 
net, tequalis eft quadrato ejus primo propofiti. 

Nonnunquam etiam interpolatio profpere fuccedet per Logarithmos, 
praefertim fi Terminorum permagnse fint differentiae. Sed lixc & 
limilia addifeenda funt experientia. Nam ficuti in Algebr^ vulgarf 
tota ars Analyftx non confidit in refolutione Aiquationum atfedtarum, 
led in perducendo Problemata ad eafdem ; ita etiam in hac Analyfi, 
minus folertix- requiritur .ad refolutionem .Aquationum diffcrcntialium 
aut interpolationem Serierum -, in inveniendis enim Seriebus qute deter- 
minant quantltitcs incognitas, quxquc idoneae fint interpolationi, con- 
fidit longe major difficultas. 


1 


P R 0 P o- 
a 
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Propositio XVIII. 


S/ Termini duarum Seriernm formentur ducendo in fe coh'^ 
tinue Fra&iones quarum Numeratores Denomina^ 
tores increfeant perpetua additione unitatis^ fe* fi Udem 
fint Numeratores in utraque \ Dico Terminum unius 
cujus dijlantir- ab initio ejl differentia faclorum in altera 
aequalem efje Termino hujus cujus dijlantia ab initio ejl 
differentia jaflorum in illa Serie ^ modo primi Termini 
fibi invicem aquentur. 


Sint du:e Series quarum primi Termini A & a fibi mutuo xquentur 


„ r „ r-X-z 


E = ^!d, &c. 


1 ^ , 

b — — a . c = — i — b^ 


r-\-z 

& in quibus iidem funt Numeratores, dico Terminum prioris cujus di- 
flantia ab initio .-cqualis e(l differentia fa<fforum in pofteriore, nempe 
q — r, jequalem cHe Termino pofterioris, cujus diftantia ab initio cft 
f — r, fcilicet differentiae fadtorum in Serie priore. Et notandum, ubi 
j: — r vel q — r cft quantitas negativa. Terminos de quibus agitur 
confiftere ante primos hilce intervallis. 

Affumamus Terminum quemlibet Seriei prioris, verbi gratia fepti- 
mum, pofita A = i, fcilicct 

^ r r-l-i r-\-z r4-3 r-l-4 r-\-c: 

G = ' Xf XJ+-. 3 

Et primo fi fit — r = o, five f—r\ erit / 4 -i='-l-i, /-}-2=:»--f-2, 
&c. adeoque omnes Numeratores & Dcnomi.iatores icfe mutuo ddtru- 
unt, & reffat G = i. 

Si fit p — r=i, erit p=.r-\-i ; & inde /-|-i=r-j-2, /■-|-2=r-|-3, 
8or. quo in cafu evanefeent omnes Numeratores prxter primum,. & 

, r 

Denominatores omnes praiter ultimum ; exiftente G = i x ~r~> vel' 

i~TO 
r 


G=iX 


r+6 


propter /i-|- 5 aequalem r-\- 6 . 


Si 
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Si fit ’=2, vcl /=r-)-2; erit f+i=r4-3, /-^ 2 =)-]- 4 , &c- 
& nunc evanefccnt Numeratores omnes prseter duos primos, & omnes 


Denominatores prieter duos ultimos, manente G = 
r r-J-i 

vel G = 1 X ; 


r -]- 1 

/T 

propter /+4=r-}-6, & /-{-5=r+7. 

Et fimiliter fi fit /_r = 3, vel f = r-}-3; evanefeent Numerato- 
res omnes prteter tres primos, & Denominatores omnes praeter tres 

r r r--|-2 

ultimos: & in illo cafu erit G = iX;qi^X;:^Xp^. Atque u- 

niverfaliter in valore Termini G, tot femper erunt Numeratores toti- 
demque Denominatores quot funt unitates in p — r, ut in Tabula fe- 
quente 


0 

11 

1 

G = i, 

1 

II 




p— r = 2. 



^ r r-\-j 

r = 3 . 

G='x;qr6xqr7x 



1 

II 

G='x;4r6x;qr7x 




&c. 


riei 


Adeoque fi ponatur j=r-j-6, five j— r = 6i Terminus hujus Sc- 
f* y* ~ I ~ I 

I. — A. — T— B, &c. cuius intervallum ab initio cft q — r five 6, 
’ P /> + ' 

aequalis efl: Termino hujus i, ~ a, t, &c. cujus intervallum ab 

initio eft p— r. Et eodem modo manifefia erit Propofitio in aliis ca- 
fibus. QiE. D. 


Corollarium. Hinc fi differentia fatfiorum p &c r non fit permagna, 
Terminus Seriei prioris utcunque longe remotus ab initio femper deter- 
minabitur per Terminum in Serie pofteriorc qui parum diftat a prin- 
cipio. Ut Exemplis fequentibus patebit. 


Exemplum 
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Exemplum I. 


Sit r = 3, p~§, j=ioj & hifce valoribus fubftitutis, evadent 
du£ Series 



^4 l±5 3-4-5-^ 
5.6’ 5.6.7’ 5 - 6 . 7 .S’ 
34 3-4-5 ^ 


&c. 

3-4-5-6 


lo.ii’ 10.H.12’ lo.ii. 12.13’ 


&c. 


Eft vero r=s7, ^ — r = 2j adeoque Terminus in priore cuju* 
intervallum ab initio eft 7, aqualis erit Termino in pofteriore, cuju* 
intervallum ab initio eft 2 j five quod idem eft, odtavus Terminus Sc- 

ne» pfioris - ^ 7 8.9.10 11 tertio poftenons ~ Et no- 

tandum eft ubi differentia inter p & r eft numerus integer, tum Ter- 
minum quemvis Seriei prioris femper aquari primario alicui in pofte- 
riorc. 


ExeMplum It. 


2 A S S 

r Sit prior Sefies i, — A, — B, — C, — D, &c. 8 c quoniam faftorum 

•j * 3 5 7 

incrementum eft binarius, divide Numeratores & Denominatores per 

binarium*, & prodibit Series i, 7- A, TqpjB, Tjp^C, &c. ubi jam in- 
crementum faflorum eft unicas j & per confequens hac Series comp.-i- 
rari poftit cum ilM in Theoremate, prodeuntibus r= i, / = ^ : Sit 


etiam m intervallum inter primum Terminum Seriei & quemvis alium* 
& erit m — vel = atque j = ot-|-i*, quo fubftituto C' 

vadet Series pofterior 

a 2 ^ _ 3r 4f/ . 

-) w+l’ W+2’ w-j-3’ CT-f-4’ 

cujus Terminus ab initio remotus intervallo p — r, five aqualis 

erit Termino prioris cujus intervallum ab initio eft quantitas quacun- 
que »fc Hoc eft, Terminus prioris utcunque longe remotus a princi- 
pio, fcilicec diftantia utcunque magna m femper aquabitur Termino 
pofterioris, qui confidit ante primum dimidio intervalli communis. 

B b Vd 
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Vel fi fumacur Series i, A, ^ B, ^ C, g- D , &:c. cujus Tcr- 

inini funt reciproci ejus de qua nunc egimus, erit r = — , / = i •, & fi 
m fit intervallum inter Terminum primum & quemvis alium, erit 
— j r, vclm = 2 — j, ac + p & pofiicrior Series evadet 

_3^_ _7‘L 

2/A-j-3’ 2/A-1-5’ 2«+7’ 

In qua Terminus ab inicio remotus dlfiancii f- — r, fi ve — ; id efi, 

Terminus in medio inter primum & fecundum, mqualis erit Termino 
cuicunqiie prioris cujus diftantia ab initio dl quantitas quaelibet m. Ut 
fi dcfideretur Terminus Serici millefimus primus, cujus utique intervaU 
Ium ab initio eft mille, erit »/=1000, & Terminus Serici 
a 3 /' 5c yd „ 

!• — > '• ■ ■ > , ^C. 

’ 2C01 2003’ 2003 2007’ 

qui confiftit iu medio inter primum i & fecundum xqualis erit 

millefimo primo Termino hujus ^ -A» ^ (T 

etiam Termini intermedii eodem modo inveniuntur j nam fi pro m ferb 

batur 999“» proveniet Series 

a y,b E,c yd 

, > , ~ " Ti OTC. 

’ 2000 2002 2004 2OOO 

cujus Terminus in medio inter primum & fecundum, aequalis eft Ter- 
mino hujus Seriei “ A, ^ B, C, D, &c. qui confidit in mcr 
dio inter millefimum & millefllmum primum. 


Exemplum IIL 

Si qumratur Terminus hujus Seriei i, — A, j-B, — C, — D, &c. 

cujus intervallum a principio fit quantitas qutclibet «/: primo divide 
Numeratores & Denominatores per i.ncrementum ipforum commune 3, 
>. 2 I 

evadet Series i, r A, ^B, &c, adeoque erit r — -, p = “. ? — 
T. i. j j 
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; & inde j == w -f- — : unde Series pofterior evadee 




2rt 


5^ 


8r 


I ui 


3™+2’ 3"'+5’ 3'"+^’ 3"'+“ 


&C. 


cujus Terminus ab initio diftans intervallo /> — r, five — j, id efl", 

Terminus qui confidit ante primum tertii parte intervalli communis, 
aq-.ulis efl: 1'ermino Seriei prioris, qui didat a principio, intervallo quan- 
tumvis magno m. 


De ^inutitatiim DiJfei eriUis. 


Sit a, b, c, r/, e. Series quotcunque quantitatum, & fi priores aufe- 
rantur de poderioribus, manebunt Diderent ia; primte b — a, c — b, 
fi — f, f — li : dcin fi harum Diiierentiarum priores fimiliter auferantur 

de poderioribus, relinquentur Dillerentia; fecunda: c — ib-\-a, d 

2 c-^b, e — zd-\-c‘, quarum rurlus Diderentia: condituunt Dilterentias 
tertias r/ — jr-)-3^ — tr, e — 3^/"l-3^ — quantitatum a, b, c, d, e. 
Et fic porro proceditur ufque dum perventum fuerit ad ultimam Diffe- 
rentiam ut in Tabula fequente. 


iimre 


'.■—b 




2 chl 2 

3ti;c 


C — zb-\-a 

4 ta 

—3 ‘•+3 

d L 

4a'-f6c_4/'-fa 

1 

1 

e 





Sit I — X binomium in quo unciae i eredem fint ac CoefR- 

cientes in Diderentiis primis -, tum uncirc quadrati i — 2 .v-}-jr*, Icili- 
cet + 1, — 2, erunt Cocfiicientes in Diderentiis fecundis ; item 
uncije Cubi i, — rj, -l-3i — ' erunt Coefficicntes in Differentiis ter- 
tiis : & in genere CoefHcicntes in quolibet ordine Diiierentiarum erunt 
uncix in correfpondentc dignitate binomii. Atque hifce prarcognitis, 
pergere licet per faltum ad quemlibet ordinem Differentiarum ablque 
conlideratione intermediarum. 

Dure quantitates habent Differentiam primam, tres habent fecundam, 
quatuor tertum j nec ulteriores habere poffunt. Sed nonnunquaiii ac- 
cidit 

z 
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cidit quendam ordinem Differentiarum conftituerc progrcnionem sequa- 
lium, quo in cafu ulteriores Differentia: non habentur, utcunque mag- 
nus fic quantitatum numerus. Sic in progreffione arithmetica aequan- 
tur differentiae primae, adeoque non dantur fecundae. Et in Serie qua- 
dratorum I, 4, 9, 16, 25, &c. quorum radices funt acquidifferentes, 
diftcrcnti.x primx 3, 5, 7, 9, &c. funt in progreflione arithmetica, fe- 
cunda: funt aequales, caque de caufa tertiae funt nihil. Sic etiam in 
Serie cuborum i, 8, 27, 64, 125, 216, &c. DilFercntire prims funt 7, 
19, 37, 61, 91, &c. fecundae 12, 18, 24, 30, &c. tertia: 6, 6, 6, &c. 
utique .xquales ; adeoque quartae nihil. 

Et univerfaliter fint A, B, C, D, E, qu.antit.ites quotcunque datae, 
2 vero variabilis, tum in exprefflone A-|- Bz-^C2' -j-Dz’ -j-Ez'* 
feribe numeros quofvis aequiditferentes fuccefllve pro z\ & quantita- 
tum provenientium ultirnte Differentiae determinabuntur per altilTimam 
dignitatem 2^, nulla ratione habita ad inferiores. Sic in hoc cafu quar- 
ta differentia eft ultima, propterea quod quarta potellas z* fit hic al- 
tiffima. 

Sxpiflime differentiae conftituunt Seriem convergentem in cafibus 
quando non abrumpunt. Ut fi a, b, r, d, e, &c. fint fere inter fe se- 
qu.iles, carumque Differentiae primre />— .3, c— .J, d — c, e—mdy 6cc. 
etiam fibi mutuo fere tequales, atque etiam fecunda: fimiliter Scfequentcs 
fibi mutuo quamproxime rrquales, tum <7, i — r, c — 2f»-|-j, .3 r-f- 

3^— .(j, &c. conftituent Seriem convergentem. Item dilferentix Tei- 
niinorum quorum relatio definitur Aiquatione 

T X ‘ — 6cc. r=.T X z*-\-Cz'—' 4 dz^ — ^-\-()K, 

fumpt.T ad modum prxcedentem conficient Seriem convergentem. Sed 
non expeftandum eft: Differendis quantitatum quarumc imquc vel con- 
vergere vel abrumpere. Hoc tantum accidit in iis quantitatibus qua: 
increfeunt aut decrefeunt accurate vel quamproxime eadem celeritate 
ac certJE quaedam dignitates numerorum xquidifferentium. 

De Defa iptione Curvarum per data pnncla. 

Ncvjtonus in Epiftola ad Otdenhirgum Anno 1676 data, poftquam 
Tnonftraverat artificium evitandi Series nimium complex.is in quadraturi 
Curvarum trinomialium •, inquit, “ Sed hac minoris f.icio, quod ubi 
Series fimplices non funt fatis tractabiles, aliam nondum communi- 
“ catam methodum habeo, qui pro libitu acceditur ad quxfitum. 
“ Ejus fundamentum eft commoda, expedita, generalis folutio hujus 
Problematis, Curvam Geometricam dejlribcre, qua f er data quotcunque 
“ ftintla traufibit. Docuit Euclides deferiptionem Circuli per tria pun- 
Cta. Poteft etiam SeCtio Conica dcfcnbi per quinoue data punCta: 

« & 
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& Curva trium dimcnfionum per feptem data punfta ; (adeo ut i** 
** poteftatc habeam deferipeionem omnium Curvarum iftius ordinis, qu* 
per feptem cantum punfta determinantur.) Hec ftatim Geometrice 
“ fiunt nullo calculo interpofito. Sed fuperius Problema cft alterius 
“ generis: & quamvis prima fronte intraftabile videatur; tamen res 
aliter fe habet. Eft enim fere ex pulcherrimis qute folvere defi- 
** derem. 

Newtonus in Propofitione fexagefimS Arithmetica Univerfalis, docet 
deferiptionem Parabolae Conicae per quatuor punfta: vel potius docet 
methMum inveniendi /Equationem ad Parabolam qus tranfibit per 
quatuor data pundla. Et eadem methodo deferibere licet Lineam 
tertii ordinis per novem punfla, & Lineam quarti per t^uatuordecem. 
Et fic in reliquis. Sed nofirum inftitutum non requirit folucionem 
adeo generalem ; fufficit enim deferibere figuram Parabolicam per ex- 
tremitates quotcunque ordinatarum qua: fune fibi mutuo, & etiam Axi 
Curva: parallela:. Sed neque deferiptio Curvae organica motu angu- 
lorum, aut alio quovis modo, ad praeiens propofitum conducit : eodem 
res redit five Curva adtu deferibatur, live delcripta concipiatur. Curvae 
enim hic nullatenus fune necelTarix, nili cmatenus adjumento funt in- 
teJleftui in rite concipiendo Problemate. Etenim deferiptio Parabolae 
per data pun£la, idem eft omnino Problema ac alfignacio quantitatum 
cx datis ipfarum Differentiis; qua: per Algebram folam, idque per rc- 
Iblutionem .ffiqualionum limplicium femper perficitur. 

Propositio XIX. 

Detur Series Ordinatarum eequidi flantium ex una tantufn 
parte perdens in infinitum^ oporteat invenire Ut- 
neam Parabolicam quee tranfibit per extremitates om- 
nium. 

i 

Defignent A, Ai, A2, A3, A4, &c. Ordinatas a:quidiftantesinfiftentes 
Abfcinie normaliter. Collige earum differentias prim.is B, Bi, B2,Bj, &c. 
fecundas C, Ct, Cz, &c. tertias D, Di, &c. & fic porro. Adeo ut 
A fic Ordinata prima, B differentia prima duarum primarum Ordina- 
tarum, C differentia fecunda trium primarum Ordinatarum, D differen- 
tia tertia quatuor primarum & fic deinceps. Differentia: autem colligi 
debent auferendo priores ubique de pofterioribus ; hoc eft, ponendo 
B = I — B 1 = A 2 — Ai, &c. C =: B i — B, &c. & ita porro in 
reliquis ; ponendo eas effe negativas qus oriuntur ex fubduSione quan- 
titatis majoris de minore. 

C c Hifc« 
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A Ai Az A3TA4 A5 
B Bi B2 B3 B4 
C Ci Cz C3 
D Di Dz 
E Ei 
F 


Hifce prxmiflis, fit T qucevis Ordinau in genere, primaria vel in» 
termedia, cujus diftantia a prima Ordinatu A, nempe AT fit ad in- 
tervallum commune aequidillancium ut quantitas indeterminata z ad 
unitatem, eritque 

T = A-f 

BX7 + 


_ z z — I z— 2 , 

DX7X— X— + 

_ z z l z 2 Z 2 

Ex-x-7-x-Y-x-r + 

z Z l Z — 2 Z 3 Z— 4 

Fx-x— X— X— X — + 

&C. 


Hic eft valor Ordinatx cujufvis T jacentis ad eafdem partes Ordi- 
nata prima A, ad quas jacent reliqua : quod fi jaceret ad alteras, tum 
mutandum foret fignum Abfcifla z. Etenim Abfciflam pono affirma- 
tivam qua ab initio tendit dextram verfus inter Ordinatas pofteriores ; 
negativam vero qua ad contrarias partes porrigitur, Propofitio autem 
fic demonllratur, 

* Concipe 


Digitized by Googie 


Interpolatio Serierum* 59 

Concipe Ordinatam T motu parallelo laum deferri fuper AbfcilTam, 
adeo ut fuccefllve deveniat ad loca reliquarum. Et quoni.am illius 
diftantia ab OrdinatS prima ponitur elTe ad intervallum Ordinatarum 
commune ut 2 ad unitatem 5 erit 2 fuccelTive xqualis o, i, 2, 3, 4, 
&c. & interea T tequalis Ordin.itis A, Ai, A2, Aj, &:c. per vices, 
cuique in fuo loco. Jgitur ad eruendas Coefficientes A, B, C, D, &c. 
qu® efficiunt Parabolam tranfire per extremitates Ordinatarum, in lE- 

2» 2 2 I Z Z I 

quatione ad figuram T= A -j- B - -}-C -x~^ hD-x— x 

2 •• 

— ^ — -f- &c. fcribe Ordinatas A, At, Az, A3, &c. fucccffivc pro T; 

& interea pro 2, longitudines Abfcifue ordine Icquentes, id eft, o, i, 
2, 3, &c. atque emergent Aiquationes 


Unde A=A, 


A=A, 

Ai=.\-fB, 

A2=A+2B+C, 

A3 = A-f -3 B-j -3 C+3 Di 
A4=A4-4B4-6C-i-4D4-E„ 
&c. 


B=Ai— A, 

C=A2 — zAi-^-A, 

D=A3— jA2-|-3Ai— A, 

E= A 4— 4 A3 -}-6 A 2— 4 A I A', 
&c. 


Quippe ex valoribus Ordinatarum A, Ai, Az, &c. viciffim eruun- 
tur valorcs Coefficientium A, B, C, &c. Ex quibus patet Ordinatam 
primam A e(Te primam Coefficientem ; item differentiam duarum pri- 
marum Ordinatarum elTc Coefficientem fecundam ; & differentiam fe- 
cund.am primarum trium cfle Coefficientem tertiam; & fic in infinitum. 
Igitur valores Coefficientium infolutione pofiti efficiunt Parabolam tran- 
fire per extremitates Ordinatarum. E. D; 

Jiiem aliter. 


2 2 Z I Z 

Fingamus efle in genere T = A-|-B — -|-C — x — -f- D — x 

2 I Z Z 

~ — X~; — - 4 - &c. ubi A, B, C, D,&c. funtCoefficicntesdeterminan- 
dae. Scribe valores variabilium confequentes T', 2-|-i pro anteceden- 
tibus T,2; & cmcrgtt T'= A-)-B^^-^ C ^ X 

2 2— I 

~ X - 9U0 fi fubducatur valor ipfius T, Iwbebitur 

T'-: 
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t'_t=b-1-c^+Dx7X^ +&C. 

Ubi^fubftituendo T", T', z-|-i pro T', T, z, prodibit T" — T'= 
B 4 *C — |— J + &C. a quo valor ipfius T'— T fubdu- 
ftus relinquit 

T"— 2 T'+T = C+D ^ -I- &c. 

Ec fimilicer invenies T'" — 3T"-}-3T' — T=D-}-&c. Defignetjam 
T primam Ordinatam, & valor correfpondens AbfcilTae erit nihil i quo 
fubllituto invenies 

A = T, 

B =T'~ T, 

CzzT"— 2T'-f T, 

D = T'" — 3 T" 4 - 3 T'— t. 

&c. 

Hoc eft, prima Coefficiens A xoualis eft Ordinatas primas T ; fecunda 
B aequalis eft difFerentias inter duas primas Ordinatas T & T'; tertia 
C aequalis eft differentiae fecundae trium primarum Ordinatarum, T, 
T', T"; quarta C aequalis eft differentiae tertiae primarum quatuor Or- 
dinatarum i & llc porro in reliquis ut jam demonftratum eft. 


■Exemplum I. 


Dentur quinque Ordinatas i, 4, 2, 3, 9, per quarum extremitates 
oportet Parabolam tranftre. Collige earum 

differentias primas 3, — 2, i, 6} fecundas 14239 
— 5, 3, 5, tertias 8, 2 •, & ultimam — 6. 3 — 2 i 6 

Dcin juxta prasferipta in folutione Propofiti- — 5 3 5 

onis, pro A, B, C, &c. ponantur Ordinata 8 2 

prima, & prima qureque differentia rcfpe- — 6 

dive i hoc eft, A=i, B = 3, C= — 5, 

D = 8, E= — 6; at F, G, &c. erunt nihil. Hifce autem valoribus 
fubftitutis, prodit Aquatio ad Parabolam 


t t — I t— 1 


_ , _ _ , t X . — I t — i «—3 

Ts:i-+-3 — — S — X h8 — X X " —-6 — x x x - , 

l^I 1 3 1 » 3 4 


qu* in ordinem redudafit T = 


i6z— I iiz’-|- 24 z’ — ^z* 


12 


At- 

que 
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qac ad probandum opus, fcribe o, r» 2, 3, 4, fucceffive pro Abfciflii 
z, & pro T provrnient Ordinate quinque propoficsB. 

Ceterum Ordinat* pofTunt fumi in ordine inverfo, modo mutentur 
figna difTerentiarum in ordinibus akernh: curte ponendum cft Ass^, 
B = — 6, C = 5, D = — 2, E = — 6j quibus feriptis & Alquaiionc 
prodeunte in ordinem redadla, tandem oljCincbitur T = 


108 — 9 2z-|*9z'-}-r4z’- — 
- ^ ^ 


; in quii fi pro 2 fubftituantur o, i, 2,3, 4, 


prodibunt Ordinat* propofit* in ordine inverfo. Atque hic obtinentur 
du* .Aquationes pro eidem Parabola, quoniam Abfcifla initium ducit 
nunc a prima, nunc ab ukima Ordinata. 


Exemplum II.’ 


Oporteat nunc invenire Aquationem ad Parabolam qu* tranfit per' 
extremitates fex Ordinataru.m *qui- 

difbntium 5, 3, 7, 23, 57, 115. Coi- 5 3 7 '^2 57 >15 

lige earum differentias primas, reli- — 2 4 16 34 58 

quafque ufque dum perventum fuerit 6 12 18 24 

ad ultimas, uttin margine. Et inve- • 6. 6 6 

nies A=:5, B=r — 2, C = 6, D=6. 

Quibus fubftiuuis, oritur 


— I . ,Z z— >1 Z—mZ 


' —5 — 2"^ - 1-6 — X- 4 - 6 — X- X 

3 1^2 ' 


qusc redu£ba fit T =5 — 3z-f-z'. Et fi pro 2 feribas fucceUive o, 
I, 2, 3, 4, 5, provenient fex Ordinat* propofit*. 

Linea rc6fa tranfit per duo pundla. Parabola Conica per tria. Cubica 
per qiiatuor, Biquadratica per quinque, & fic in infinitum. Nonnun- 
quam vero accidit Curvam inferioris ordinis tranfire per plura punffa, 
ut in Exemplo novifllmo. Ordo autem Parabol* femper denotatur 
per ultimum Ordinem differentiarum. Quod fi numerus Ordinatarum 
fit infinitus, & progreffio *qualium differentiarum non obveniat, in 
eo inquam cafu Curva erit dimenfionum infinitarum, valore ipfius T 
excurrente in Seriem infinitam. 


SCHOLION/ 

In hac folutione pofuimus diftantiam communem Ordinatarum effe 
unitatem*, verum fi pro eadem ufurpalTem quantitatem quamvis n, 
prodiiffec 

D4 T = 
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t = a + bx-+cx-x— +DX-X- 


2n 


n z— 2 » , - 


Finge jam Ordinatam fecundam Ai=A-}- A», 

tertiam - A2=A-}-2A«-|- A;;’, 

quartam A3=A-|-3 AM-j-jA»*-}- A«’, 

quintam A4=A-^4A«-}-6A«*-}-4A«.'-}-A«^, 
&c. 


Et invenies viciflim B = A «, C = A«*, D = A»’, E 
quibus valoribus fubftitutis pro B, C, D, E, &c. orietur 

T = A + A- + A-X— + A-X — X — 


= A«^, &c. 
-j- &c. 


Evadat jam intervallum commune » nihil, & A, A, A, &c. evadent 
fluxiones Ordinatx primte A, dummodo fluxio Abfcillx z fit unitas •, 
atque proveniet 

T = A+A2;+y A2»-{-^ Az'+^A2^+&c. 

Igitur coincidentibus Ordinatis squidiftantibus, incidimus in Seriem ubi 
Cocfficientes Terminorum funt fluxiones Ordinatae primae refpeftive 
divifae per numeros i, 2, 6, .24, &c. qui generantur per continuam ^ 
multiplicationem horum, i, 2, 3, 4, &c. Et hoc primus deprehendit 
D. Taylor in Methodo Incrementorum, 61 poftea Hermanus in Appendice 
ad Pboronomiam. 

H inc fi Ordinata Curvse cujufcunque refolvatur in Seriem hujus for- 
mae A -j-Bz-j-Cz* -j- Dz’ -j- &c. ubi exponentes Abfciflae z funt 
numeri integri 8r affirmativi •, primus Terminus A eft prima Ordinata, 
utique quae tranfit per initium AbfcifTae j primi duo A -|-Bz denotant 
lineam reiflam quae tranfit per duo Curvae punfta coincidentia, quae- 
que proinde tangit Curvam ; primi tres Termini A-j-Bz-^Cz’ de- 
finiunt Parabolam Conicam quae tranfit per tria Curvae punfta coinci- 
dentia, quaeque ea de caufa tangit Curvam, candemque habet Curvatu- 
ram in punfto per quod tranfit Ordinata prima j primi quatuor Ter- 
mini A-4-Bz-j--C2*-}-D2’ definiunt Parabolam Cubicam quae tran- 
fit per quatuor Curvae punfta coeuntia, id eft, quae tangit Curvam, 
candemque habet Curvaturam & Variationem Curvatura in punflo Con- 
taftus. Denique tota Series A-j-Bz-j-Cz* -|- Dz’ -|- &c. eft Ordi- 
nata Parabolae dimenfionum infinitarum quae tangit Curvam, & in pun- 
fto Contaftus, habet eandem Curvaturam, Variationem Curvaturae, 

I Varia- 
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Variationem Variationis, & fic in infinitum, ut exprimitur a New tona 
in Propofitionc decimi Libri fecundi Principiorum, Vel quod eodem 
redit, tota Series eft Ordinata Parabolae tranfeuntis per Ordinatas Cur- 
vae aequididantes, numero infinitas, & coincidentes cum Ordinata 
primi. 

Hinc ideam habemus analogiae quae eft inter Methodum DifTerenti- 
alem & Methodum vulgarem Serierum ; haec procedit per Fluxiones 
five rationes differentiarum ultimas, illa vero generaliter per differen- 
tias cujufcunque magnitudinis. p 

Defignet DEF Curuam quamvis, _ — - 

cujus Abfciffa AC decuflat Ordina- 

tas aequidiflantes A D, BE, CF, ad T 

angulos reftos. Sitque A B = z, J 

A D = A i eritque ex feperioribus A b C 


BE = A-4-Az-^-— A z* Az* -f- — Az^ -|- &c. fcilicet hicce 

valor ipfius BE eft Ordinata Curvae Parabolicse quae coincidit cum 
altera Curva in punfto D: igitur pro Area Curvae ufurpare licet Arc- 
am ejufdem Parabola:, qu® per methodum Fluxionum inverlam pro- 
dit ABED = Az-j-^ Az»-j-^ Az‘-f-^ Az^-j-j^ Az' -j-&c. 


Et eadem prorfus ratione fi BE dicatur^, exiftente AB = BC = z, 
erit Area 


BCFE = jz-|-^ 3 iz*+^yz>-f^ j z-'.f z' -f-&c. 

In qua fi mutetur fignum Abfciffae z, obtinebitur Area B E D A ne- 
gative expreffa, fcilicet mutando fignum Abfciffae obtinetur Area jacens 
ad alteras partes Ordinatse, Sed Area illa affirmative expreffa evadit 


B E D A =ryz — y 2 ’ -4-^ y z’ — ~ y 2 ^ -1 — “ y z’ — &c. 

Et hsc eft Series D, Jobannis BernoulUi exhibens Arcam per Ordina- 
tam ultimam ejufquc Fluxiones expreffam ; quamque nos jam dedimus 
per Fluxiones OrdinatiE primae. Notandum autem eft Seriem priorem 
non extendi ad cafus in quibus Ordinata prima tangit Curvam, &: Se- 
riem D. non extendi ad eos in quibus Ordinata ultima tan- 

git Curvam. Nam Parabola cujus Area ufurpatur pro Area Curv.-c 
quadranda nullam Ordinatarum tangere poteft ; adeoque coincidere ne- 
quit cum altera Curva Ordinatam fuam tangente. Hujufmodi enim 
Expreffiones pro Areis & Ordinatis Curvarum praefupponm.t formam 
Seriei A-}-Bz-f-Cz*-j- &c. in qua exponentes Abfcifix z lunr numeri 
integri & affirmativi. ... 

Propo- 
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Propositio XX. 

Detur Sertet Ordinatarum te qmdt flantium utrinqtie excur^ 
rem in infinitum^ ^ oporteat invenire Lineam Para- 
holicam qua tranfibit per extremitatem omnitnn. 

Cafus primus. 

Defignct a Ordinatam in medio omnium, fmtque aa, <14, aC, a^, &c. . 
eas ex una parte; & 2a, 4^, 6 a, 8a, ?fc. eae ex altera; pergente pro» 
grelTione utrinque in infinitum. Collige earum cMcrcntias primas 7B,. 
5B, 3B, iB, Bi, B?, B5, B7 ; fecundas 6i, 4^, ib, b, bi, b^, b 6 y ter- 
tias 5C, jC, iC, Ci, C3, C5 ; quartas 4f, 2r, r, c2, c\\ & fic porro • 
in reliquis, auferendo fcmper antecedentes de confequentibus ut in Pro-, 
jwfitione fuperiore. 



4f 2f c ci f4 . 

3D iD Di D3 
2 d d dz 

lE Ei 
e 

Sint jam a, h, c, d, e, &c. Ordinata media 8 c difFerentia; in ordinibus aP- 
temis refpe^ive. Sintque iB & Bi, iC & Ci, iD & Di, lE & Ei, 
&c. dux medix dificrentix io reliquis ordinibus r & ponantur B = 

X B4* 


Digitized by GoogI 


Interpolatio Scricrimi. 


lO^ 


iB-f-Bt, C=iC-[-Cr, D=;iD-]-Dr, E— jF,-j-Ei, &:c. Sitqiic 
intervallum inter Ordinatam quamvis T & mediam a ad intervallum 
commune mquidiftantiunj ut 2 ad unitatem ; critque Ordinata 


T =^4 


B z-\-bzz 


1.2 


+ 


2 C 2 - 4 -e 22 zz I . 

^ 3-4 

qD 4-^*2 zz I 22 4 . 

1.2 

4 E 4 -e 22 22 I 22 4 22 O , 

— 7 T— X— x-5.6 >< Tr‘+ 

-^fzz 22 I 22 4 22—0 22 l 6 , 

^—TJ— ^-TT^ ~T^ + 

&c. 

Ubi notandum eft Abfeiflam 2 cfTe negativam quando Oidinata qua:- 
fita T jacet ad contrarias partes OrdinatiC media;. 


Cafm fecundus. 

Sint jam lA & Ar, Ordinatae duae media: j A3, A5, A7, Aq, &c. 
cte ex una parte ; & 3 A, 5 A, 7 A, 9 A, &c. eae ex altera. Collige 
carum ditierentias primas Sa, 6a, 411, za,a, <J2, <74, « 6 , aS •, fecundas 
7B, 5B, 3B, iB, Bi, B3, B5, B7 ; tertias 6^>, 4/», zb, b, bi, /14, i6, &c. 
& fic deinceps-, fubducendo ubique priores de pofterioribus 



9A 7A 5A 3-A iAOAi A3T A5 A7 A9 
S.j 6a 4(1 za a az 04 a6 aS 

7B 5B 3B iB Bi B3 B5 B7 

Gb 4'j zb b bi b4 bG 

5C 3C iC Ci C3 C5 

4f 2f c ci C4 

3D iD Di D3 

zd d dz 

lE Ei 
c 

E e Fxcerpe 
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Excerpe nunc diiTerentias medias a, b, c, J, r, &c. ut & duas medias in 
aliis ordinibus, fcilicet lA & Ai, iB & Bi, iC &Ci, iD & Di, 
lE & Ei, &c. & ponantur A = iA-}-Ai, B=iB-j-Bi, C=iC-|- 
Ci, D = iD-l-Di, E=:iE^-Ei, &c. fit vero O pundtum in me- 
dio inter Ordinatas duas medias lA & Ai. Et cujufvis Ordinat® 
T diftantia a medio piinfto, nempe O T fit ad intervallum com- 
mune asquidiftantium ut 2 ad Binarium: Eritque 


T = 



3B-f^2 ^. 22—I 
2 ^ 4.6 f 

2 -— 9 , 

2 ^ 4.6 ^ 8.10 ' 

22—1 22—9 22—23 , 

2 4.6 ^ b’.IO ^ 12.14 

9E-|-r2 I 22^:) 22—25 22—49 , 
2 ^ 4.0 ^ 8.10 ^ 12.14 ^ 16.18 

&c. 


Et in hoc quoque cafii 2 eft affirmativa quando T jacet ad eafdem 
partes pundti medii O ac in Schemate, & negativa quando jacet ad 
contrarias. Uterque autem cafus facillime demonftratur ad modum 
Eropofitioois fiipeiioria. 

Exemplum I. 


Dentur quinque Ordirxitx — 3, — 8, 
tremitates duceida fit Parabola, (^xtc 
carum differentias primas —5, 9, 1 1, 25 ; 


I, 12, 37, per quarum cx- 


-3 -8 


fecundas 14, 2,14; terti.as — 12,12; — -j 


>4 


1 12 

I I 2 t 

2 14 
! I 2 

^4 


37 


& ultimam 24. Dein quoniam nume- 
rus Ordinatarum eft impar, procede per 
Cafum primum. Et inchoando ab Or- 
dinata medi.a, perge ad differentias me- 
dias in ordinibus alternis, ponendo a=i, l—i, r=24; dein 6=9-}- 
11=20, C = — 12 -f- 1 2 =0. Et hifce fubftitutis, prodit T = i-j- 

2o<-}-2-.-. , ^ five T=r-|-i 024 -=^- Efiquc h.xc Ordi- 


1.2 


1.2 


34 


nata ParaboI® quatuor dinTcnfionum rranfeuntis per extremitates quin- 
que Ordinatarum propofitarum , ut conftabit feribendo numeros 
— ,2, — 1, o, i, 2, luccefiive pro 2. In hoc cafu Curva decuffat 

bafin. 


t 
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bafin , quoniam Ordinata: funt partim negativje & partim affirma- 
tivte. 

Exemplum II. 


Dentur jam fex Ordinac.T i, 5, 10, 10, 
tates oportet ducere Parabolam. Qiia;re 
earum diiTerentias ut in margine : & i 
quoniam numerus Ordinatarum cft par, 
adhibeatur Cafus fecundus. Tum inci- 
piendo ab Ordinatis duabus mediis, & 
progrediendo ad binas medias di.Teren- 
tias, erit A = io-j-io=2o, B= — 5— 
5= — IO, C=6-|-6=i2i deinde a=:o. 


5, I per quarum extremi- 


10 


IO 5 
o —5 — + 


20 


30 ZZ 1 


Atque ad probandam operationem, feribe —5, — j. 


1 = 0 , c=o. Quibus valoribus fubftitutis, eritT= — — — 1 " 

60 ZZ 1 ZZ—') rr. 

■ — X r~X“r: 1 quae /Equatio in ordinem reducta evadit T = 

2 4.0 o.lO * * 

6S9 502* -{-2'' 

64 

— ii I» 3. 5 i fuccefTive pro z, & exibunt Ordinat.T: propofitae. Ete- 
nim in c.ifu Propofitionis fecundo, irttervallum commune Ordin.ata- 
tarum, five, quod perinde eft, incrementum Abfciffe requatur Binario. 

In hoc Exemplo defunt dignitates AbfcilFie imparium dimenfionum, 
quoniam Ordinatre a principio Abfciflx hinc inde sequaliter diftantes 
funt ejufdem figni, & inter fe feqiiales. Nam hoc in cafu iEquatio 
ad Parabolam eadem manet, etiamfi mutetur fignum Abfciflic. Quod 
fi Ordinats propofitx fuiflent -}-i, — 5, -|-io, — 10, ^ 

+1. +5> -fio, — IO, — 5, — 1, ubi Ordinatae a medio aequaliter 
remotre funt etiamnum tequales, at diverfis fignis alTedla:; in eo in- 
quam cafu defuiflent dignitates Abfcinic parium dimenfionum. 


S c n o L I o N. 


De deferiptione Curv® Parabolici generis per data quotcunque 
puncta, egerunt plures celebres Geometr.-e po(t Nfivtonum. Sed om- 
nes eorum folutiones exdem funt cum hifce jam exhibitis; qu.T qiiidena 
a Nt-iVionianis vix diferepant, uti conllabit ex Lemmate quinto Libri 
tertii Primil iorum mclhoilo D.ffirentiaH a D. 'Joues edita. Ntrtu/oiius 
quidem deferibit Parabolam per data puncta ; alii confideraverunt afll- 
gnationem Terminorum ex datis differentiis ; fed quocunque modo con- 
cipiatur, fub quacunque form.i proferatur, idem dl Problema. Et 

fane 
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fane inventio formarum quas habent valores OrdinacjE T, efl: perquam 
ingeniofa & fummo Auitore digna : at poftquam habentur formx, in- 
vefligatio Problematis tfl: facilis, in quam utique nihil aliud requiritur 
quam rclulutio Aiquationum fimplicium. 

Sed notandum ell formam Ordinat® A-}-B2-|-C3’-j-Dz’-^ &:c. ex 
poteftatibus compofit®, quam afiumit NcTtovu! in demondrando fu® 
methodi fundamento, male huic negotio deftinatarn efie. Nam valor 
cujufque Coefflcientis prodic in Serie infinita fi quis vero affumferit 
formas hic ufurpatas, incidet minimo labore in conclufiones fuperiores. 

Propositio XXI. 

SerieTei nnnoriim fyhnar torum tnvemre tnterme- 
(iioSy qui non longe dijlant a principio. 

'Super reiflam pofitione datam ad anglos redlos, 8c in ®qualibus ab 
invicem diftantiis erigantur Ordinat® rcfpeiflive ®quales Terminis pri- 
mariis i dein per Propofitiones duos fuperiores qu®ratur Linea Parabo- 
lica qu® tranfit per omnium extremitates, & eadem quoque tranfibit 
per extremitates intermediorum •, qui itaque dabuntur ex data ;Lqua- 
tionc ad Parabolam. Q^E. I. 

Exemplum I. 


• • 3 5 3 T 3 

Interpolanda fit Series i, — , , &c. cujus Ter- 

mini producuntur per multiplicationem continuam numerorum 

— , — , 7 -» &c. qu®re differentias Terminorum & differentias dif- 

2*468 ^ 

ferentiarum, ut fcquitur. 

1 1 A. 35 63 

’ 2 8 16 128 256 




16 128 25O’ 


1 i- -i- J_ 

8 16 128 256 

_-5 _ _i_ _ _7 

j6 128 256 

IA -2_ 

128 256 

Quoniam 
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Quoniam hs:c Series ex una tantum parte excurrit in infinitum, pcr- 
agenda cll Interpolatio per Propofitionem decimam nonam. Rt fi 
primus Terminus i adhibeatur pro Ordinata prima, erit A=i, 

® = — ^ubflitutis, 

prodit 

^ 12,^2 2 1 c 2 2 1 2—2 

2142 63 8 4 

Ubi jarn A, B, C, D, &c. defignant Terminos hujus Seriei, more AViy- 
toni. Ceterum 1 erminus quilibet primarius ufurpari potcft pro Ordi- 
nata prima, critque A=^, B = _l C = + D = — 

E = -f- &c. adcoque 

'^=7“7X7+T7>^7X^'-&^. 

Sed fciendum efl 2 effe diftantiam inter Terminum quaefitum & illum 
qui adhibetur pro Ordinata prima. Ut li Terminus defideratus T 

ftet in medio inter primum & fecundum, pone -f ^ pro 2 in priore 

valore ipfius T; & — — pro eadem in pofieriore valorej atque pro. 
eodem Termino habebis duas Series fequentes 

■-j-A + ^B + i|c + 2fD+^E + &c. 

4 « 

Et quoniam hre Series convergunt quam lencifilme, fummand® funt 
per Iheorema in Scholio Propofitionis decime prim.e. Atque feien- 
dum eft valores Terminorum prodire fimpliciffimos quando Terminus 
qui confiltit pro.ximus intermedio qu.Tfito, adhibetur pro Ordinata 
piima Sed qu.indo Terminus quxfitus longiffime difl.it ab initio, ufui 
venit 1 ropofitio decima octava , ut monftrabitur in fcquentibus. 


r + jA+iB + ac + fiD + _^E + S,e. 


F f 


Exemplumi 
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Exemplum II. 

Interpolanda fit Series i, i, 2, 6, 24, 120, 720, &c. cujus Termini gc* 
ncrantur per multiplicationem continuam numerorum i, 2, 3, 4, 5, &c. 
Quoniam hi l'crmini increfeunt celerrime, eorum dillerentirc conficient 
progrefiionem divergentem, id quod impedit quominus Ordinata Para- 
bola; accedat ad veritatem. In hoc igitur & fimilibus cafibus interpolo 
Logarithmos Terminorum, quorum utique dilTercntia: conllituere que- 
unt Seriem celeriter convergentem, etiamfi ipfi Termini increfeunt ce- 
lerrime ut in Exemplo praMente. 

Propono jam inventionem Termini qui confidit in medio inter duos 
primos i & i. Et quoniam l.ogarithmi Terminorum initialium ha- 
bent differentias lente convergentes, primum quaram Terminum in 
medio confidentem inter duos ab initio fatis remotos, verbi gr.uia, in- 
ter decimum primum 362SSCO & decimum fecundum 39910800; & 
ex eo dato regrediar ad Terminum quaffitum per Propofitionem de- 
cimam fextam. Quumque habeantur aliquot Termini confidentes ex 
utraque parte intermedii qui primo eruendus cd, inrtituo operationem 
per Cafum fecundum Propofitionis vigefimx. Etenim ubi computus 
non ed in fpcciebus, fed in numeris, procedere licet hac methodo 
quotiefeunque d.itur fatis amplus Terminorum numerus ex utraque 
parte Termini quaefiti confidentium, etiamfi ipfa Series interpolanda re- 
apfe non excurrat utrinque in infinitum. 

Excerpo nunc ex Tabula Logarithmos duodecim Terminorum, 
quorum primus ed is Termini fexti 120; fic ut habeantur fex ante, to- 
tidemque pod illum qui quauitur. Dein quoniam Terminus ille defi- 
deratus confidit diredte in medio omnium, erit in Cifu fecundo Pro- 
pofitionis vigcfim.-e prima; Abfciffa 2 = 0; & propterca differentia: 
primae, tertia;, reliquaeque ordinum imp.arium qu.-u in z multiplicantur, 
non ingredientur computum; igitur tantummodo colligo difierenti.is 
fecundas, quartas, ccccrafque in ordinibus paribus ut vides 


Logarithmi 
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Logarithmi 


2.0791S12460 

2.8573324964 

3.7024305364 

4,6055205234 

5.5597630329 

6.5597630329 

7.601 1557180 
8.6S03369641 
9.7942803164 
10.94040S3521 
1 2.1 1649961 1 1 
13.3 2061 9593 s 


DifFe. 2d:E 


669467896 

579919470 

511525224 

457574906 

413926852 

377885608 

347621063 

321846834 

299632234 

280287236 


qu.irt:E 

, fcXt.T 


21154:80 


otilava: 


' 44439 “S| 

256858^ 


decimae 

10302264 

1446210 

34 i 5 >> 

— 

7606810 

86534.3 

-.59252 

>56590 

5776699 

54372 i 

'33583 

65082 

4490316 

35569' 

7^996 


3559629 

240661 



2869602 





Excerpo jam binos medios Logarithmos, binafque medi.is difTcrentlas i 
corumque Summas pono sequales A, B, C, D, &c. refpedlive ut vide» 


6.5597630329 413926852 7606810 

7.6011557180 377885608 5776699 

A =: 14.1609187509, 0 = 791812460, 0=13383509, 


865343 

543728 


259252 

>33583 


0=1409071, £ = 392835, 


156590 

65082 

F = 221672, 


Tum in Cafu fecundo Propofitionis vigefimae prims; fubflituo 0 pro 
2, & habeo 


T = - A— D- 1 - 
2 16 ' 256 2048 ' 


35 

65536 


E — 


63 

524288 


F-p&c. 


Scribe jam ipforum A, B, C, D, E, F, valores mox repertos, & com- 
putus fic fe habebit 

7.0S045937545 494882787 

1568380 34401 

2098 266 


+ 7.08047508023 —494917454 

Ac fubducendo Summam Terminorum neg.icivorum ab e 4 aflirmativo- 
rum, remanet T = 7.07552590569. Ellque hic Log,irithmus numeri 
11899423.08, utique qui confilUt in medio inter Terminos 3628800 
& 39916800. 


Jam 
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Jam ficuti Termini primarii formantur ducendo primum continue in 
numeros i, 2, 3, 4, &c. ita per Propoficionem decimam fcxtam, inter- 
medii generantur ducendo intermedium inter primum & fecundum In 

numeros i 2 3— , 4— , &c. continue. Verbi gratia produftum-. 

2 2 2 2 

fub decem fadtoribus i — , 2— , 3 — , 4—, , 6 — , 7 — , 8 — , g lo-^ 

2’ a z 2' ' 2. 2 ^2 2 

& Termino quiconfiflit in medio inter primum & fecundum, aquale eft 

intermedio mox invento 11899423.08, cujus utique locus eft: in medio 

inter decimum primum & decimum fecundum. Igitur fi Terminus 

ille intermedius dividatur per 10^, &c quotus per 9—, & qiwtus 


novinimus per 8 — , & fic porro ufque ad diviforem 

torum aqualis erit Termino in medio inter i & i. 
termedii per divifionem illam prodeuntes funt 

Intermedii 

399.68oo,j^jj^^^^^^3 

, 1^2^2.4620 

^034.4072^ 
5®'^°-! 87 1.254305 
7^°-287. 8852777 

‘^°- 52 . 34277777 - 
^'^-i 1.63 172839 

^-3-323350969 

^-1.329340383 

^-.8862269251 

'-1.7724538502 


1 — ; ultimus quo- 
Termini vero in- 


Unde conftat Terminum inter i & i cfte .8862269251 ; cujus qu.t- 
dnatum eft .7853 . . . &c. fcilicet Area Circuli cujus Diameter eft uni- 
tas. Atque illius Termini duplus 1.7724538502, fcilicet qui conliftic 
ante primum primarium dimidio intervalli communis, a?qualis eft Ra- 
dici quadrati numeri 3.1415926.. . . &c. qui denotat Circumfercnti.im 

Circuli. 
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Circuli, cujus Diameter cfl: unitas. Etenim fi quadrata primariorum 
conftituant novam Seriem i, i, 4, 36, 576, 14400, &c. Terminus in 
medio inter primum & fecundum erit ad unitatem ut Area Circuli ad 
quadratum circumferiptum : Terminus qui confiftit ante primum di- 

midio intervalli communis erit ad unitatem ut Circumferentia Circuli 
ad Diametrum. Ceterum in fequentibus monftrabitur hujufmodi Se- 
ries interpolari poffe abfque Logarithmis. 

Exemplum IU 


Qiiadranda fit Curva cujus Ordinata eft x X^+ 7 ^ • Scribe o, 
I, 2, 3, &c. fuccefilve pro indice & proveniet Series Ordinatarum 

aiquidifiantium x*~ , X e-j-/ X^ -)- f x' , 

&c. inter quas Ordinata propofita locum obtinet intervallo \ diftan- 
tem ab initio. Igitur Area quifita eundem etiam obtinebit locum inter 
Areas illarum CJrdinatarum, quae conftituunc progrefiionem fequen- 
tem Terminorum a;quidiftantium, 

I » e * . f < + » e* < , ^ef /' «.fz» „ 

“ +r-rr*„^ . &c. 


T X 


tx 


®“}-i ’ S * 1 

Jam fi hac Areae interpolarentur per Propofitionem decimam nonam, 
proveniret pro Arca qurefitJ, eadem Series ac per methodum vulga- 
rem reducendi Ordinatam in Seriem convergentem ut exinde invenia- 
tur fluens. Attamen fi Termini in Serie Arcarum primo dividantur 
per Terminos hujus progrefllonis Geometries refpeftivc, nempe 

e-\-jx" , » f , f Hoc eft, fi ponantur 


A = x»x 


e , f.v» 


A I = X® X — 


6 ^ 6 + , 


A2 =x®x- 


lefx" . 

h 2 t f 

f-j-/x** ’ 

3e*/x* , 3e/»;e»» /».vs* 


A3 =: .V® X 


— 4 - 


6 -|- »i 2) 


(-\-J X' ^ 

&c. 


J±w 


Gg 


S: 
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ii inftitiuturcomputus juxcaPropofitionem decimam nonam, invenien- 
tur di(i'ercnri;c 




C 




D = 


-—6« 

6 . Ii 1 (. (-J-J * 


&c. 


quibus fubftitutis pro A, B, C, D, &:c. & a pro z; invenies Termi- 
num dirtantia a ab initio remotum, eife 

+ &C. 

Sed quia Termini interpolandi divifi erant per dignitates ipfius 
quifque fcilicet per dignitatem cujus index erat diftantia Termini ab 
initio; c contra duc Terminum mox inventum in dignitatem praedi- 
ati binomii, cujus index eit A, fua utique diilantia ab initio, & pro 
Area Curvae habebitur 


A* a^/xH* , a. a— I a.a— i.>,— 


f-pj» 






X* . . . ■ .'X . f^rjx' , A.a— 

/x* 6 

Vel ponendo y = V-f-y x * * ^tq^eferibendo Seriem more iVe-w- 

ioni, prodibit 


X» 


A — I 


A — 2 




y X — 7 A ) - B > — C y D y _ 


&c. 


pro Area Curvae cujus Ordinata in genere cfl X ' . Et haec 

Series tranfmutata per Propofitionem feptimam, migrabit in eam Nav- 
toni pro quadratura Curvae binomialis. Abrumpit quando index a eft 
integer & affirmativus; fed poft debitam Ordinata: praeparationem a- 
brumpet femper ubi Curva eft quadrabilis. Ceterum ejus ufus praeci- 
puus cft qnod exhibeat Areas in Serie admodum fimplici. Si Coeffi- 
cientes e, /, contrariis fignis afficiantur, praeferenda eft Series Newioai ; 
& noftra ubi iifdem. 


Exemplum IV. 


Oporteat affignare Uncias Binomii ex data Uncia media in dignitate 
cujus index cft numerus par. Si n denotet indicem dignitatis, & Un- 

. ;; r — 2 n — 4 

cia media ducatur continue in fractiones «4^* r. j 6’ 

erunt Unciae reliquae confiftentcs ex utraque parte mediae. 


a6z=i 
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»6=axqpx^x,7p. 


fl4 = aX 


ai — ay. 


r.-\-z ^ /j-j-4* 
n 


2 d=dX 


Aa = ay. 


6d=dX 


«4-2’ 

« »— 2 

n -\-2 ^ « 4 "+’ 
n » — 2 » — 4- 

n-j-2 


Ec fi a defignet Unciam mediam, tum ai, «4, a 6 , &c. ex una parte j 
& 2d, 4d, 6d, &c. cx altera defignabunt reliquas Uncias. Dein ineun- 
do computum per cafum primum Propofitionis vigefimae invenies 

rr rr^A jy rr—16 rr—.z6^ „ 

a — - — i-- A — — == B — 7- — - 7 C — ■ — - D — &c. 

4'«4-4 o.b -46 o.n4-8 

efie Terminum Seriei interpolanda:, cujus difiantia a Termino media 
a cft ad intervallum commune primariorum ut r ad Binarium. Exem- 
pli gratia, in dignitate decima fecunda Unciae funt i, 12, 66, 220, 495, 
792, 924, 792, &c. exiftente Uncia media 3 = 924. Et fi quaeratur ea 
qu.^ ternario diftat a media, erit r=6; quo fubftituto, & 12 pro 
prodit 

?<> • _ 20 _ 

924 — — A — - — 7 B — j, C, 

^ 2.14 4.1& o.io 

pro Uncia quxfita, abrumpente Serie: & bi Termini liberati a fracti- 
onibus funt '925 — ii88-j-594 — 110, quorum fumma fub propriis 
fignis cft 2 20, qui eft v.alor Unci:e qua:fitae. 

£t ad eundem modum fi index « fit numerus impar, & A altera e 
mediis Unciis ■, tum erit 

A A _ B C ^ D^&c. 

Uncia cujus diftantia a punCto inter duas medias Uncias intermedio, eft 
ad intervallum commune ut r ad Binarium. 

Et h® Series in permagna dignitate convergent dummodo interval- 
lum inter Unciam mediam & qusfitam fit exiguum rcfpeClu indicis 
poteftatis. 

SCHOLION. 
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SCH OLI ON. 

Poflquam Series interpolanda debite praeparatur per Propofitionem de- 
cimam feptimam-, etiamii eadem utrinque excurrat in infinitum procedere 
jiccc per Propofitionem decimam nonam prx-terquam ubi 1 ’ermini a 
medio hinc inde scqualiter diftantes funt inter fc 'aequales: ubi hoc ac- 
cidit, adhibeatur caius primus Propofitionis vigefima:, fi Terminus qui- 
vis primarius quodam jure vindicet locum in medio omnium : vel fi duo 
Termini eodem jure locum medium vindicent, adhibeatur cafus fecundus 
cjufdem Propoficionis. Et in aliis cafibus ad libitum fere proceditur. 


Propositio XXII. 


Data Sene Termtmrum aqmdijlantmm^ tnvemre Termt^ 
num quemvis primarium vel intermedium utcunque 
longe diflantem ah initio Seriei. 

Si Terminus quaefitus longe removetur a principio, tum per Propofi- 
tionem decimam oftavam quaere aliam Seriem in qua Terminus ille 
defideratus confiituet Terminum prope initium, dcin procede ut in Pro- 
pofitione fuperiore. 

Exemplum I. 


Proponatur invenire Terminum quemvis hujus Seriei, 




— D, &c. a principio quantumvis magno intervallo m diflantem. 


Per Propofitionem decimam oflavam, Terminus Serici 


a 2h '^c 4 ^ „ 

»<- 1 - 3 * »'-)- 4 ’ 

qui confidit ante primum dimidio intervalli communis, aequalis erit 
^'ermino Serici prioris cujus intervallum ab initio eft m. Confiat au- 
tem per Exemplum fecundum Propofitionis vigefim^e prima?, Termi- 
num dimidio intervalli communis difiantem ante primum in Serie Nu- 
meratorum, I, i.i, I.I.2, 1.1.2.3, &c. id eft, in hac i, i, 2, 6, 24, 120, 
&c. cfiTe Radicem quadratam Numeri 3.1415926... . &c. Quare tan- 
tum interpolo Denominatores nempe 


'* M-i-l’ ffl-j-I.W-j-i.TO-j-j’ 


&c. 


Et 
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Et (jooniatn hjcc Series continuari poteft utrinquc in infinitum; aiftu 
continuabitur, & evadet 


&C. m—i.m — 1 


m, rn—i.m, nty ,1, 


I 

M-j-I.M-Pa’ 

Ubi Terminus quxfitus confidit in medio inter duos medios m Se i : fed 
quia differentia; horum Terminorum funt permagnae ; ducantur ii a 
medio hinc inde aequaliter diftantcs in le mutuo ; hoc cft, w in i j 

m—i.rn in f & fic porro; & prodibit nova Series 


&c. 


m — 2 m — I 


tn — I m- 

»1, /w, »7, m 


.1 


tn- 


tn—~.X „ 

+ y ^ I ■ • I « OCC* • 


&c. j — . ; — . m. i — 

m-j-2 M-\-l WJ-j-J 

utrinque excurrens in infinitum, & habens Terminos inter fe xquales 
qui aequaliter diftant a medio. Sed & Terminus in medio confiftens 
inter duos medios primarios w & »1 eft quadratum ejus in medio in- 
ter w & I in Serie priore. In novifllma igitur Serie quaeratur Termi- 
nus ille inter m &c m per Cafum fecundum Propofitionis vigefimae, & 
idem invenietur 


^ T- + 

' ' 32.w-J-i.7/;-f-2 • laS.w-j-i.TO-j-z.w-j-j ' 

Quam ducito in Circumferentiam Circuli, fcilicct Terminum refpefti-* 

vum in Serie Numeratorum, & habebis pro quadrato Termini quaefiti 

o • 1 I 1 25C 4 qD , , 

3.14159 .... &c. in w+ -= - 4 - - 4 --—= J r=T=’ +&C. 

^ ' 4.m-i-l ' o.mJ-i • I2.m-4-» ' l6./»4-a ' 


75 »»- 


n-\-\ 
2 


Igitur Terminus Seriei propofitae i, ~ A, J* &c. difiins 

interv.allo m ab initio aequalis eft mediae proportionali inter Circum- 
ferentiam Circuli & Seriem illam ; quae eo citius convergit quo major, 
eft tn, hoc cft quo longius diftat ab initio Terminus qutefitus. 

Exempli gratia fit ;;= 100 & primus Terminus Serici erit Circumfe- 
rentia Circuli dudta in 100, five A =314.15927 ; dcin erit 

A „ oB _ 2 r,C 

= •77762, C = = .00858 , D = 


B = 


4.101 


3 ' 4>5927 

77762 

858 

»7 


= .00017 ; atque fumma horum quatuor Terminorum cft 

314.94564, cujus Radix quadrata 17.7467079 cft Terminus 

centelimus primus Serici interpolandie ; five produdum 314.94564 

• 2468 - 

f«b fadoribus — X — X ~ X &c. quorum numerus cft 
* 3 5 7 

Centum. Et eadem ratione invenire licet Terminum quemvis inter- 
ii h medium: 
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medium: nam fi pro m fcribatur 99 habebitur Terminus in medio 

inter centcfimum & centefimum primum. Vel fi fubftituatur 99 — 

pro w, habebitur Terminus confidens poft centefimum tertii parte in- 
tervalli communis. 

Notandum cft, poflfe Terminorum alicujus Seriei reciprocos interpo- 
Lari: fic reciproci Terminorum in Serie novifliml conftituunt Seriem 

I, — A, — B, ^ C, m D, &c. in qua Terminus ab initio remotu* 
intervallo quovis a:quali — »», tequalis erit Termino Seriei 
, _JL _ 7 £ &c 

w- 1 - 3 ’ w-}-5’ w+7’ 

qui confidit in medio inter primum & fecundum ; quique proinde in- 
venietur elTe media proportionalis inter Seriem fequentem 

- 4 - - 4 - ~ - 4 - -^4- J- &c. 

& numerum .6366197723676 qui mqualis ed unit.iti divife per femi- 
circumferentiam Circuli: id quod condabit infidcndo vedigiis prioris 
partis hujus Exempli. 

Exemplum II. 


II 


Quarratur Terminus hujus Seriei i, ^ ^ 

quantumvis remotus ab initio; fcilicet intervallo ot; & per Propofi- 
^ionem decimam odtavam Terminus ille requabitur Termino hujus Serici 

24 8 c \}j_ e, 

- 3»i-l-5’ 3-'«+8’ 3'"+'»’ 

qui confidit ante primum tertia parte intervalli communis. Igitur in- 
tercalentur Numeratores & Denominatores feorfim ut in Exemplo fe- 
cundo Propofitionis vigtfimic primte, fcilicet per Logaritiimos ; & 
habebitur Terminus qusfitus. 

S c H O L I O N. 


Hinc condat Terminos Serierum longidime didantes erui pofle non 
minus accurate ac intermedii fub initio. Sed in Serie interpolanda i, 

r 

P 
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B, &c. fi difierenti.i inter / & r fit magna, magnus item 
inveniendo quovis Termino. Cafus autem omnium facil- 
limus efl: ubi p—r eft arqualis + — , ut in Exemplo primo, praeter- 
quam ubi differentia illa cft numerus integer quo in Cafu Series erit ac- 
curate interpolabilis. . 

Propositio XXIII. 


-A ' 4 ^ 
erit labor in 


Jyivemre rationem quam habet Unda media ad Summam 
omnium Undarum 'in quacunque dignitate bhiomii. 


Solutio prior. 

Si index dignitatis fit numerus par, appelletur « •, vel fi fit impar, 
voceter »—.i •, eritque ut Uncia media ad Summam omnium ejufdem 
dignitatis, ita Unitas ad mediam proportionalem inter fcmicircumfc- 
rentiam Circuli & alterutram Serierum fequentium 

■ a.n-fi ' 


9B 



81E 


+ 6:^+ 


io.»-^io 


Vel 



9B 

25C 

49 ^ 

81E 

4 .n _5 

6.n— 7 

3 -^ 

lO.n— II 


Exempli gratii, fi queratur ratio Uncix medix ad Summam omnium 
in dignitate centefima vel nonagefima nona, erit 
fi — loo; qui multiplicatus in femiperiferiam Circuli, 
producit primum Terminum A = 157.079632679 j 
A _ 9 ^ T-. ^'^C 

dein eritB=— , C = — ^,D = -^, Src. atque 

perficiendo computum ut in margine, invenietur Sum- 
ma Terminorum 157.S66984439, cujus Radix qua- 
drata 12.5645129018 efl ad unitatem ut Summa om- 
nium Unciarum ad mediam in dignitate centefima 
vel nonagefima nona. Etl autem hic computus per 
priorem Seriem: nam licet exigua fit differentia, prx- 
fero eam in qua Termini funt omnes ejufdem fignr. 


157.079632679 
769998199 
1665861 5 
654820 

37137 

2734 

246 

26 

3 

157.S66984459 


Bohtfh 
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Interpolatio Serierum.^ 

Solutio pofierior. 


1 


Manfntc « ut antea; erit Summa omnium Unciarum ad-mediam in 
fubduplicata ratione periferUe Circuli ad alterutram Serierum fequcntium,. 

+T— - + — 4 - &c. 

Vel 

l ^ _gl_ _i_ -L i_ &c. 

Vel quod eodem redit, ponatur «= .6366197723676, quoto fcilicet 

3 ui prodit dividendo unitatem per femicircumferentiam Circuli; & mc- 
ia proportionalis inter numerum a 8 c alterutram illarum Serierum erit 
ad unitatem ut Uncia media ad fummam omnium. 

Ut fi fit index » = 100, ut in computo fuperi- .00630316606305 

3059789351 

65566914 

2553229 
143473 

10469 
934 

98 
12 
2 


orc ; erit per Seriem primam A = B = 

C — D = &c. Ex calculo autem appo- 

420’ 642’ 

fito patet Summam Terminorum efle 
.00633444670787, cujus Radix quadrata 
.0795892373872 eft ad unitatem ut Uncia media 
ad Summam omnium in dignitate nonagefima nona. 

vcl centefim 4 . 

Et fic omnino funt quatuor Series ejufdem fim- .00633444670787 
plicitatis pro folutione hujus Problematis. Cete- 
rum. in praxi non opus eft recurrere ad Series: nam fuffkit fumcre me- 
diam proportionalem inter femicircumferentiam Circuli & liasc 

enim femper approximabit propius quam duo primi Termini Seriei, 
quorum etiam primus folus plerumque fufficit. Exempli gratia, fi fit 

» = 100, erit =r 100 qui du6lus in femicircumferentiam Cir- 

culi producit 157.865, cujus Radix quadrata eft 12.5644, unitate defi- 
ciens in ultima figura. 

Eadem vero approximatio aliter & praxi forte commodior fic enun- 
tiatur. Pone c ad unitatem ut quadruum Diametri ad Circulum ; hoc 
eft, fit f = 1.2732395447352» critquefumma Undarum ad mediam ut 

Uncia 
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Unitas ad quamproximc, cxiAcncc errore in exce/Tu circiter 

«= loo, erit = .006334525, cjufque R.uiix 

quadrata .07958973 accurata cft in fexta decimall : qua? vero divifa 
per i6nn, hoc eft per 160000, dabit correctionem .000000,0 ; & 
hsc fubduCta de Approximatione, relinquit numerum qu^fitum 
.07958923 accuratum in ultima figura. 

Similiter fit « = 900, erit - =.000706962545, cujus Radi,x 

quadrata .02658S767 fuperat verum binario in ultima figura. Sin ve- 
ro correftio computetur ac fubducatur dc Approximatione, habebitur 
numerus qutefitus accuratus in decima tertia decimali. 

Hem vero Approximationem aeque facilem & magis accuratam. Dif- 
ferentia inter Logarithmos numerorum «-|-2 & r. — 2, dividatur per 
16, & quotus adjiciatur dimidio Logarithmi indicis.», huic dcin fummae 
addatur Logarithmus conftans .0980599385151, fcilicet dimidium Lo- 
garithmi femicircumferentiae Circuli, & fumma noviflama erit Logarith- 
mus numeri qui eR ad unitatem ut fumma Unciarum ad mediam. 
Verbi gratia, fit » = 900, computus erit 

7 900 


16) Diff. Log. 902 & 898 
Log. conRans 

Summa 


1.4771212547 

.0001206376 

.0980599385 

1.5753018308 


Et hsc Summa verum fuperat binario, in ultim 4 figura, efique Lo- 
garithmus numeri 37.6098698 qui cft ad unitatem ut fumma Unciarum 
ad mediam in poteftate 900 vel 899. Et fi vis illius numeri recipro- 
cum, fume complementum Logarithmi, fcilicet —2.4246981692, & 
numerus eidem corrcfpondens erit .0265887652 qui monRrat rationem 
Unciae medke ad fummam omnium in prsdiClis dignitatibus. 

Demonstratio. 

Dignitates Binomii, quarum indices funt numeri pares, habent unam 
Unciam mediam ; eae vero, quarum indices funt impares, habent du- 
as Uncias medias. Et hinc oriuntur duo Cafus Problematis. Primo 
quando index eft par, divide fummas Unciarum 1, 4, 16, 64, 256, 
1024, &c. per fuas Uncias medias, 1, 2, 6, 20, 70, 252, &c. & quoti 
8 16 128 256 „ ^ 2.4„6^8^„ 

I, 2, — , — , , -7- , &c. five I, — A, — B, — C, — D, &c. e- 

3 5 35 <^3 1357 


I i 


runt 
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runt ad uniutem ut fumms Unciarum ad Uncias medias in divcrGs 

dignitatibus. 

Similiter fi fummse Unciarum in dignitatibus imparibus, fcilicet 2, 
8, 32, 128, 512, &c. dividantur per Uncias fuas medias i, 3, 10,35, 

. 8 16 128 

126, &c. rurfus prodibunt idem quoti, utpote 2, &c. 

Nam eadem eft relatio inter fummam Unciarum & Unciam mediam in 

a uavis dignitate pare, quae eft inter fummam Unciarum & Unciam me- 
iam in dignitate impare proxime inferiori. Adeoque interpolatio Se- 
riei, I, ^ A, j B, — C, ^ D, &c. ut in Exemplo primo Propofi- 

tionis vigefimsE fecunda, folvit utrumque Cafum Problematis. Sed hic 
dabimus inveftigationem harum Serierum abfquc methodo Diffcrentiali. 

Amlyfii Soluiioriis prioris. 


Series interpolanda i, — A, j- B, &c. definitur .Aquatione T'=s 
T, ubi « eft quantitas variabilis, ejufque valores fucccflivi o, 2, 

w-j-i 

46, 8, &c. fcilicet indices dignitatum quando funt pares, vel indices au- 
fti unitate quando funt impares. Quadra utramque partem .liquati- 
onis refolvendae, & habebitur TT vel quod idem 

eft 2 T'T'-}-^Tix 1 ' 1 ~ i' = Affumejam 

, B« , C« D« , . 

«-|^2 ^~«-j-2.«-|-4 

Et poft debitam rcduiftionem juxta prsceptajam tradita, invenies 

C_’B D— 4C ‘ 

TT = A» 4 -B-j T— + I V + 

In qua feribe valores variabilium confequentes pro antecedentibus, hoc 
eft, T'T' pro T T, & n-\-z pro », & emerget 

T' T' = A ^ + B -f + &c. 

Tum fumendo horum valorum differentiam, & docendo eandem in 
>;-}-2, prodibit 

. 2C— iB . 4D—1 6C 

«-tzX r/-TT =— 2A»4 -i • + — -f 

Ceterum 
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Ceterum in valore ipfius TT prius aflumpto, fi fcribatur k-|- 2 pro », 
habebitur 

* B C D 

T'T'=^^ in A+ + ,7:p4:„4.6.«4-8 + 

Atque dividendo per ii-^z, 

TT , , B c . D 

«-|-2 ' *■* 
Subftituejam in iffiquatione refolvenda, valores ipforum T'T\ 

qp/ 

T T— T' T' & — ad eandem formam reduftos, & refultabic 

W - f -2 

u 4 , 4C— 9B 6 D— 2g C , 8E— 4qP _ 

^ n-\-4- *T” n-\-4.>}‘\-b.>i-\-S 

Denique ponendo Numeratores nihilo aequales, habebis aB — Aaeo, 
4 C-^B=o, 6D— 25C=o, 8E-— 49D=:o, &c. Et hs funt relationes 
Coemcientium io prima Serie, . Et ad eundem modum eruitur Series 
pofterior in Solutione priore. 

• ■ . * ^ ‘ ‘ * 

'Analyfti Sohaioms poflerioris. 


Solutio pofterior perficitur interpolando Seriem i, — <r, — J, -- r 

2^0 


^ dt &c. CUJUS Termint funt reciproci eorum in priore:’ ea vero defi-' 

O ) 

^■ | I "S 

nitur Aquatione T = in qua valores ipfius n fuccefTrvI funt 

o, 2,4, 6, 8, &c. ut ante. Et quadrando evadit T'T' = ^-i^^ 4 ^TT 

”^"r 4 ''-r 4 * 

hoc eft, »4-1.114-3 T r — r 'i — 2 .» -j- 1 TT—»T’T’ = o. 

Fingamus nunc ' ' - 

TT ^ 1 ^ 1 ^4 ^ 

j.n 4 - 5 “r n 4 f-i.n-\-z.n-\-s>‘-\-'I 

-}- &c. 

Et fubftitucndo ti-]-2 pro », proveniet 

^ - ^ ■ _ c • p 

«+3 ■ ' "+ 3 -«+ 5 -"+ 7 >«H -9 

+ &c. 


adeoque 
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adeoque 

■ — n I 4B , 6C , 815 

. .+J-TT-1 1 = ! A+;:p-. + ;q.— 

-f- &c. 

qu® ad debitam formam rcdufta fit 

4B 6C-S B 8D^ 49C , , 

^ ”^«+3 >‘*+3-«+5 ”+3-”+5-”+7 

Scribe jam hofce valores in Aquatione refolvenda, atque refultabit 

2B — A . 4 C — 9 B 6E--25C 8E — 49D 

«+3 «+2-«+5 ’^«+3-«+5-"+7 "^«+3-”+5-«-f-7-»+9 

+ &c. = o. 

Ubi Numeratores zquati nihilo, dabunt relationem Coefficientium Se- 
riei prioris in Solutione pofteriore. 

C^od autem Coefficiens A fit in uno Cafu femicircumferentia Cir- 
culi, & ejufdem reciproca in altero, fic demonftratur. Per Seriem 

priorem cft TT= A« in i -J- &c. Et quo major eft », eo 

propius Aquatio TT — An, accedet ad veritatem, quoniam Termini 
pofteriores tandem evadent infinite minores prioribus. Igitur in .®- 

TT 

quatione TT=A«, vel A=— fi pro » fucceffive feribantur ejus 

valores, 2, 4, 6, 8, 10, &c. & fimul quadrata Terminorum correfpon- 
dentium pro T T ; orientur .Aquationes continue approximantes ad 
verum ipfius A valorem, fcilicet 
A — 2, 

A=2X^. 

- - , 8 24- . . , • 

A = 2X-X-, 

8 24 48 
A = 2X-X — X— . 

9 ^5 49 

&c. 

8 24 48 So 

Quare valor ipfius A eft faftum fub omnibus 2x~ X — X — X^X &c. 
^ 9 25 49 81 

ufque in infinitum ; quod jequalc eft fcmicircumferentix Circuli per 

Arilbmcticam Inf nitorum WalJiJii. 

Propositio 
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Propositio XXIV. 


St m Ordinata Curva a^+'-'x fcrihantur 
fuccejfive numeri integi o, i, 2, 3, 4, fefc. pro z, 
dico eandern ejje relationem inter Areat Ordinatarum 
pi ovenientium , qua ejl inter Terminos Seriei a , 



qualis unitati. 


Sint enim Arca: & Ordinata: corrcfpondentes 


ArcjE 

Ordinata: 

A 

X Tz:?'' — ‘ 

B 

x' X 

C 


D 


E 

/+3xT:z?^^* 

&c. 

&c. 




B = 


C = 


rA_. 


P 


n — C— X * ' 

E - 

P + 3 
&c. 


K k 


Sic 
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Sit jam a; jequalis unitati, ut in Theoremate ponitur; eritque i — . 

r ^“|~t 

.v = o; quo in cafu relatio Arearum fit B = — A, C — J~|~ Y 

D = — j — C, E = - D, &c. Adcoque eadem efl: relatio inter A- 
/ I~ri 

reas harum Curvarum & Terminos Seriei propofitae, quando Abfcifla 
*• clt unitas. C^E. D. 

Corollarium. Hinc in Serie b, - 4 — r, &c. fi 2 deno- 

J P . /+‘ /+2 . ^ . 

tet intervallum inter primum Terminum j, & alium quemvis T pri- 
marium vel intermedium ; erit ut Area Curvrc cujus Ordinata cft 

ad Aream Curva; cujus Ordinata cft X 


/ ' X 1 — X ^ ' ‘ 


1 — ' *, ita Terminus primus a ad alium quemvis primarium vel 
intermedium, intervallo 2 diftantem ab initio. 

Exemplum I. 

Detur Series intercalanda i, —a, '—b, c, ^ d, &c. Quoniam dif- 
ferentia communit tum Numeratorum tum Denominatorum eft 2 j 
divide cofdem per binarium, ut differentia illa fiat unitas ut in Theo- 

« 1 

re mate ; & evadet Series i, ^ quE colhta cum ea in 

Propofitione, dat /=i, r=^; quibus fubftitutis, erit ut Area Or- 
dinatE Ar~ ‘'xT^^^~ ad Aream Ordinat® x"~^ X id eft, ut 

, I - 

Arca hujus ^ — = ad Aream hujus ^ ita primus Terminus Se- 
riei, five unitas ad alium quemvis primarium vel intermedium intervallo 
z diftantem ab initio. 

Ut fi Terminus defidcratus confiftat in medio inter primum & fe- 

eundum, erit 2 = —, quo in Cafu fit Ordinata pofterior ^ , five 

-7^ — : adeoque ut Area Ordinat® -7= ad Arcam Ordinat® -7==-. 

VI— ot ^ Wx—xx Vi— jc’ 

id eft, ut Circumferentia Circuli 3.141 /;q26 — &c. ad 2, ita unitas ad 
Terminum in medio inter primuna & fecundum; qui hoc paifto prodic 
.63661977 - - - &c. 

Si 
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Si ejufdem Serici quaeratur Terminus ccntefimus primus, erit r = 

^.tOO 

100 i adeoque ut 3. 1415 — &c. ad Aream Ordinatas ita u- 

V x^^xx 

nitas ad Terminum Propofuum. Et fimiliter ponendo 2 = 100—, 

Terminus in medio inter centefimum primum & centefimum fecun- 
dum determinabitur per Circumferentiam Circuli & Arcam Ordinatas 

ylPO 

: ubique tamen fumendo partes Arcarum qute jacent fupra Ab- 
fcilTam unitati tequalem. 

PofTunt etiam Terminorum reciproci interpolari, idque nonnunquam 
magis commode quam ipfi Termini. Reciproci Terminorum in no- 

vinima Serie funt i, — a, — b, &c. adeoque cft r= i, p — —\ & 
13 2 

inde ut Area Ordinat® x° x 1 — ‘ ad Arcam Ordinat® x 

1—.X * ita primus Terminus ad illum diftantem intervallo 2 ab ini- 

tio : id cft, ut 2 ad Aream Ordinat® > *, nam prior Curv® 

— 1— jtVJ— X ‘ 

eft quadrabilis. 

Exemplum II. 

Interpolanda fit Series i, — a, — ^r, — r/, &c. Divide Nume- 

25011 

ratores & Denominatores per eorum incrementum 3; &c invenies /> = 
r = — ; hinc fit Ordinata prior x~~’’i x i — x t, five 


r t & pofterior 


, , _ Dein ut Area illi- 

— 2 x’ -}-*■* s/x* — 2X' -\-x* 

us ad Aream hujus ita primus Terminus Serici ad alium qucmcunque 
cujus diftantia ab initio eft 2. 


Propositio XXV. 

Si in Ordinata Curva i — fcrihantnr fiiccef- 
cejfive numeri integri o, i, 2, 3,4, &‘c. pro z, eadem 
ertt relatio inter Areas Ordinatarum provenientium 

qu<e 

7 
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qitiC ejl inter Terminos Seriei a, 

0fr. Ubi Numeratores continue tncrefcuntj De- 

nominatores vero decrefcunt. Ea hic quoque ponoAb- 
fci(fam X unitati aqualem. 


H*c Propofuio demonftratur ad modum fupcrioris. 
Corollarium 


Hinc in Sene a, —a, b, c. '—a, &c. ut 

_p_3 


Terminus primus a ad alium quemvis intervallo z diftantem a princi- 


pio, ita Area Curvae cujus Ordinata eft x i v 

vae cujus Ordinata eft x i— 


ad Arcam Cur- 


Exemplum L 

^ . , , « « 1 , «— -2 « 1 , o 

Detur Sciies interpolanda i. —a, b. — j- f, 

Termini funt Unciie binomii in dignitate cujus index eft n. Quoni- 
am haec Series non cadit dirc6te fub hac Propofitione, interpolo Ter- 
.12 2 

minorum reciprocos i, —a, - — j &c. quo pafto erit r=i, 

^ = adeoque ut Area Ordinatae x" x i x~‘ Aream Ordinat® 

x" * X 1 — ita unicas ad Terminum intervallo z diftantem a prin- 
cipio, in Serie pofteriorc: vel ut Arca Ordinat® x”“*X » — 

ita unitas ad Terminum in priore Serie, intervallo z remotum ab 
initio. 

Ut fi defideretur Uncia Termini quinti in dignitate nona, erit » = 
9, 2 = 41 quibus feriptis, erit Arca Ordinat® x i — x^ ad ut u- 
nitas ad Unciam qu®fitam. Ordinata autem cv«luta eft x' — -4x‘-l- 

6*-_4J^*-fx% ejufque Area |t— y + 

ut — ita unitas ad 1 26, qu® eft Uncia propofita. 


Exemplum 
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I • 

Exemplum IL 

Si in poteftace flmplici Binomii, quxratur Torminus qui confidit ia 

♦ I 

medio inter duas Uncias i & i ; erit index binomii n = i, z = — i & 

^ r 

I y 1 

exinde ut Area Ordinat* X • — sd — , hoceft, ut Area Circuli ad 
quadratum Circumfcriptum ita unitas ad Terminum inter Uncias i & r. 


SCHOLION. 

Quando Curvae quadrandae funt plurimarum dimenlionum, inveni- 
endae funt aliquot earum Ordinatae per Tabulam Logarithmorom i ex 
quibus dabuntur Areae per Parabolam Newloni. Quod fi relatio Ter- 
minorum in Serie interpolanda fit inter plures Terminos, abfolvetur 
interpolatio per Comparationem aliarum Curvarum. Sed hanc materi- 
am mifiam faciens adjungam quaedam de aliis methodis interpolandi. 


Propositio XXVI. 

Si Series interpolanda fit i, ^a, h, 
^ponatur n — r^p^ atque 

n »— I 

B = -.— r» Ar - - . 


n—mi » — 2 . 


1 

f 

1 

’ 2 - 

»—3 

3 

’ 2 

«—3 

»_4 

4 

2 

«—4 

”—5 


— pB+j. — A, 

■ . »—2/- . * »— 2„ , » «— t »—2 

I» D-4 C-4 — - — — 

'3 3 4 ^3 4 5 


A, 


5 .2 ^3^3 4^3 4 5 

n «—I n — 2 n — 3 

“3 450* . - 

&c. 


L 1 


Tum 
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Tum ertt 2 " 'm + Termi- 

nus Seriet interpolanda primarius vel intermedius^ ca- 
\ jus dijlantia ab initio eji z—p. 

Notandum eft Cocfficientcm A, per Propofitionem decimam 0(fta- 

Varn squalem eflTe Termino in Serie Numeratorum i, ra,pf[.b, P+i.f» 
&c. diftantem intervallo /’ — r ab initio-, eamque determinari per Ex- 
"enriplum fecundum Propofitionis vigefim® prims. 


’ .1 


Demonstratio. 


z-\~n , 


, Series 'propofita definitur Aquatione diffcrentiali T'=— ^ T , ubi 

cft «s=r — p ut in Theoremate & fucceflivi valores indeterminat® z 
funt /, /+i, &c. Finge jam 

; ■. T=.- in A+l + 1 + ^+ 1 +&C. 

dein pro T & z feribe earum valores fuccedentes T' & z-^-i , re- 
fpeftive, & emerget • ‘ 

. T'=i^^"’in A-f ^ -f -f + &c. 

Vel evolvendo dignitates 

T=2*inA+ L • • 

«A-f-B , »Ari -xB.»— 1-4-2C , »rt+3B.»— I.»— ^ • 
2 "T Z ‘ Z* - * 

iEquatio refolvenda T'=^~ T, hunc in modum feribatur Tz— 

Tz— T»=:oi & in cadeoi fubftituantur valwes ipforum T 8e T*, 
atque refultabit 

' * + 5? +&c.=o. 

• - » ft—1 , 

Poi^tur^mNumeratoresxqualesnihn, &habcbuntur B=:j-. in 

A, in B-j-- A, &c Atque producendo computum, 

reliqu® Coefficientes prodibunt io Theoremate. Q^E. D. 

1 KxEMPXnM 


Interpolatio .Serterunt» 1 5 1 


.ErEMPLVK X 

' Proponatur Series i, — a, — r, g- </, &c. quas definitur 

* l 

quaciohe T'= ^ T,,in qua valores fuccclTivi ipfius 2 funt i, 2, 3» 

4, &c. hac tomparata cum Aquatione T T, dat « = — -jj 

& eainde ’• ' * • ‘ ’ 


B = ^ in A ' ■ 

C=-^|inB — ' 

16 «6 

D = ^ inC — l-B +4 a 

24 6 ' 


16 




i A 


- ss A X g 9 ■ • 

= Ax^8,'. 

. '°5 

= A X — —t 

1024’ _ 


F =22 in E — l-D 4 - ^ C — — B A , = Ax 4^^» 

”40 6^^“48 32 ^3»4‘ 262144’ 


«r I ^5 t 


&C. 

Adeoque 


t ^^59 I /237 , - 

* «^3276S2-* “T 2621442» "1““'^* 


v^2 ' 82 • 1282» ' 10242 

Quantitas autem A in hujufmodi Exemplis fic determinari poffif. 
Per relationem Terminorum interpolandorum quxre primarium quem- 
vis fatis longe diftantem ab initio, verbi gratia decimum fextum, qui 

hic prodit .144464448 &c. Hunc feribe pro T & interea pro z 

valorem fuum correfpondentem, nempe 16 > atque habebis 

.144464448 =^in * + + &c. 

vel colligendo Terminos in unam Summam, .144464448 =— in 

4 

1.02422627, unde prodit A = .56418^583548: quo dato dabitur T 
b alio quovis cafu per Terminos pauciflimos fui valoris. 


Exemplum 
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Exkmplom S. 


8 


• Interpolanda fu Series i, ‘l'*® definitur 

_ 24 -i_ .. I 4 7 *o fl . 

iEquationc T=;— T, eiqftentibus — , i «c. valoribus 

* 3 3 3 3 

AbfcilTz z fucceifivis : hxc comparata cum Aquatione in Theoremate 

dat » = — i quo fubfiituto obtinebitur 
3 

T — A^zini— — • - 4 - — ^ j_ —ifS 

* 92 ^ 21872» 196832“ ' 1771472' 

Jam ad eruendum Coefiicientem A, qusero Terminum decimum 
quartum Serici interpolandae, qui prodit 4.652136 t hunc deinde va- 

40 

lorem fcnbo pro T, & pro z valorem fuum decimum quartum — , at* 
que habeo 

«.652.36 = A^-^ + + 

Vel extrahendo' radicem cubicam numeri & colligendo Terminos in 

tinam fummam, obtineo 4.652136 = A x 2-351505, adeoque A = 
1.978365. Datk nunc A, Terminus quilibet alius invenietur fumma 
facilitate. Q^ratur is qui confillic tertii parte intervalli communis 
ante millefimut* primum: p/o z. feribe fuum Valoreib correfppndert- 

tem 1000, & valor ipfius T prodibit 10 A in i — —— , fi ve T = 

^000 

19.78343. Nam ubi Terminus defideratus longe dillat a principio & 
computus non eft producendus ad plurimas figuras perpauci Termini 
in valorc ipfius T abunde fufficiunt. 

I . . ’ 

ScH Ol l O K. 

Eodem modo quo in hac Propofitione Radix extrahitur ex M,- 


+ 


5610 


7 + &C. 


quatione T'; 




T, extrahitur etiam ex ali| quivis. quae fub hac 


forma continetur ' 

6cc. = T'X2*-|-«‘-« + <fe'— *+&c. 

Nam 


Digitized by Googie 



Interpolatio Seriernm, 1 3 3 

Nam cft index n=a — ^ per Propoficionem fextam i & inde forma Se- 
riei pro T aflumenda erit 

T = A/ + Bz"“' +C2”“^H-&c. 

Quippe in hujufmodi Seriebus quse fune Radices Aiiquacionum Differcn- 
tialium, indices ipfius z habent Unitatem pro decremento, pn-ccer- 
quam in quibufdam cafibus valde particularibus. I labito igitur indice 
ipfius z in primo Termino habetur forma Seriei afTumenda; pro Ra- 
dice T : dein feribendo z-|-i pro z, & T' pro T, prodibit 

T'= Ai:p” + B i+i + C + &c. 

Tum reducendo hunc valorem ad formam ipfius T, ut fupra ollen- 
fum eft, & ducendo utrumque valorem in quantitates quas prarcipit 
iEquatio refolvenda; dabuntur CoefRcicntes alTumptae ex coll.ationc 
membrorum homologorum in i^iquatione refulrante 


Propositio XXVII. 

St M^quatto ad Seriem fit T'= T, erit Radix 


T= A + - A + -li b‘4--^C4- 




zz 

iEquatio refolvenda T' = — T hunc in modum feribatur zzT— 
2 rsT' — rT'=o, & alTumatur j i 

"^"^Z I Z.2-|-l ^~Z.2-^-I.Z^-2“^" Z.Z-j- 1 .±-|-2.Z-|-3 “1“ 

. Eritque - 

T'_ B , C D . . E . 

• ■ * + &c. “ - -i 

' I • Unde , , 

i___i£_ 4- 3 P 1 4E 


T_T'= 


Et ducendo in zz 
«T- = -p -V -b 

t+i ^ t-bi-s+i ^ t-bi i-|-a.c-b3 ' 


aFt 


+ &0. 


s-t-3 -i-4 

'Atque per reduftionem < " ' ' • , . • 

zzT— 22 T'= B-f ^ + -3r%— ^ + &c. 

* Z-j-t ^ 2-|-i,2.^2 ' 2-3-1. Z-|-2.Z-|-3 “ ^ 

M m Hunc 
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Hunc valorem fcribe pro zzT— zzT', fle pro T' luum valorem ha- 
ftenus repertum, atque refultabit 

zC— jP— 'T4C . 4E— _ 

B— rA-1 +z-}-, .2-j-2+2-}-i.z4-2.2-l-3 + 


r-j-i 


B, 


Et per collationem membrorum homologorum, B = — A, C — ^ 

D _ £ — liE D, flec. Hi funt valores Cocfficientium : quod 

fi A, B, C, flic. denotent totos Terminos, prodibit valor ipfius T jam 
aflignatus. Q. E* D. 

Exemplum. 


. 8 24 

Invenit IVallifiuSy ultimum Terminum hu)us Senei i. “ A, ^ B, 
lE C — D, &c. cfle Arcam Circuli cujus Diameter elt unius •, 

49 ’ . 

ubi Denominatores funt quadrata numerorum imparium, & uni- 
tate majores Numeratoribus. Videamus autfem hic quifnam fic 

ultimus Terminus hujus i, A, — B, ~C, ^ P» ubi 

Numeratores funt quadrau numerorum parium & unitate majores De- 
nominatoribus, .fflquatio ad hanc Seriem erit T'e=-^^rT,exiltenr 
libus I, 2»3t 4» valoribus AbfeiflT® z fucceffivis: ergo compa- 
rando hanc .Aquationem cum ill 4 in Propofitione, erit r = — — , quo 


fubftituto prodit 

■ T-A_- + ^'+-^ + 4 ^+-^ + »“- 

T — A T ^ 1 

Et ad determinandum Coefficientem A, quaere Terminum Seriei de- 
cimum, nempe 1.5300.1727.35, quem fubftituc pro T, & interea pro 
2 valorem fuum correfpondentem 10 i atque obtinebis 


. . 1-3 >-3-i5 - 

1.5300.1727*35 — "‘“*““4.io 4.8.10.11 4.8.12.10.11.12 

Hoc eft, colligendo Terminos in unum, 1.5300.1727.35 = A in 
0740.302454, & «inde A= 1.57079633, utique femicircumferentiie 
Circuli' quo dato, facillime dabitur Terminus quilibet Seriei int^po- 
bndx primarius vel intermedius. Confiat autem ultimum ejus ler- 
^ minum. 
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. /. r . -I 4. 16 36 64 100 . 

minum, uve faftum fub omnibus rX — X— X^X — X&c. lequale 

3 >5 35 63 99 ^ 

efle primo Coeificicnci A, adeoque femipcrifcriae Circuli. 


Propositio XXVIII. 

Jytvemre fummam qmtcunque Logartthmorum^ quorum 
numen funt ‘m prog^ejjione Anthmeika. 


Defignenc ^ quotcunque numeros 

in progreflione Arithmetica, quorum primus & ultimus z—n, & 

communis dUferentia zn. Infuper denotent /,z & /,x Logarithmos 
Tabulares numerorum z Sc x •, fitquc a = .43429.44819.03252, fcili- 
cet reciproco Logarithmi naturalis Denarii. Atque fumma Logarich- 
morum propofitorum arqualis erit dilferentijc inter Series duas fequentes 


zl,z 

az 

an , yan ’ 

3ia«* , 127«»’ 

SllOH» 

2« 

““2»"“ 

12* ' 3602*““ 

12602’ ' 16802’ 

"”11882' 


«X 

nn ' yan* 

31(2»’ iz^jan' 

511/2«» 

zn 

~ 2« 

i 2 x~' 360X* 

1 260X’ ' 1 1680X’ 

ii88x» 


-f &c. 
-f* &c. 


Hae autem Series Hc continuantur in infinitum i pone 



_ = A 4-10B-4-5C, 


— I — = A~I*36B-4*t26C*^84D-^ 9 F, 

&c. 

Ubi numeri qui multiplicantur in A, B, C, D, &c. in diverfis valo- 
ribus funt Uncite alternae in dignitatibus imparibus binomii. Hifcc 

przmiflis, erit Coefficiens Termini tertii — — = A, is quarti 
= B, quinti — = C, & fic deinceps. 

> PtfttOH* 
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Demonstratio. 


Minuatur variabilis 2 decremento fuo 2«} vel quod idem eft, fub- 
fticuatur 2 — in pro 2 in Serie 

2/,2 az an , 7<j«’ 31««’ 0.. 

2 n ~~ in 122 "1*3602’ 12602' 

& proveniet valor ejufdem fucceflivus 


t i.nlyl—1. 

2 « 


/7« 


yan' 


1« 1»'> 


31 ( 7 «' 

I ZbO.t . — in 


- +8ce. 


Hunc fubducito de valore priore. Terminis prius ad eandem formam 

'_r , o- o .• , an an' an' an* 

per Diviuonem reductis, & relinquetur /2— — — — — — 

&c. id eft, Logarithmus numeri 2 — n. Adeoque univcrfaliter de- 
crementum duorum valorum fucceflivorum Seriei, aequatur Logarith- 
ino ipfius 2 — « ; qui exprimit in genere quemvis Logarithmorum qui 
erant fummandi. Igitur Series erit fumma Logarithmorum prropofito- 
rum, fi ab eadem fubducatur 'altera Series." Nam fummas perinde ac 
Area: nonnunquam corrigendte ftint, ut evadant venc. 


Exemplum I. 


' 1 . . 

Proponatur invenire fummam Logarithmorum decem numerorum 
loi, 103, 105, 107, 109, III, 113, 115, 117, ii9i hi.collati cum 
hifce x-f-w, x-^3», - - - - 2 — dant difterentiam communem 

2//=2, & «=1 5 atque primum x-Li=:ioi, fecundum vero 2 — 1 = 
119: unde x=ioo, 2=120. Hifce autem fubftitutis, &' 
.43429.44819.03252 pro a; atque Logarithmis ipforum 100 & 120 
refpeftive pro l, x /, 2 j valores duarum Serierum “invenientur 
78.28491.40012.1 & 98.69290.42601.6, quorum differentia dat 
20.40799.02589.5 pro Summa Logarithmorum 'defidcrata 


; Exemplum II. 

Qusratur jam Summa Logarithmorum numerorum 11,12, 13,--- 1000, 
■quorum primus eft ii, & ultimus 1000, & differentia communis unitas. 

T-n ’ I ^ ^ ' XI ' 

Eft Igitur «= — , * + ^ 2 — — = 1000 } unde x= — , 2 = 

~~~ i quibus feriptis, & Logarithmis ipforum ^ pro /, x & 

JtZi prodeunt pro valoribus Serierum 2567.20555.42879 & 

6.16067.30987, 
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6.16067,30987, quorum differentia relinquit 2561.044S8.n892 pro 
Summa Logarithmorum qusefua. 

Ceterum fi velis fummam quotcunque Logarithmorum numerorum 
naturalium i, 2, 3, 4, 5, &c. pone 2 — n effe ultimum numerorum, ex- 

ifiente r — — ; & tres vel quatuor Termini hujus Seriei zl,z—~az—. , 


— 4 - Jf — &c. additi Logarithmo circumferentiae Circuli cujus 
242; ' 288 oz^ ® 

Radius eft Unitas, id eft, huic 0.39908.99341.79 dabunt fiammam quE- 
fitam, idque eo minore labore quo plures Logarithmi funt fummandi. 

Sic fi ponas z—— — 1000, vel 2=—^ — valor beriei erit 

2567.20555.42879 ut antea; qui adjedtus Logarithrno conftanti efficit 
2567.60464.42221 pro fumma Logarithmorum, primorum mille nu- 
anerorum hujus Scriei i, 2, 3, 4, 5, &c 


Exemplum III. ^ ‘ 


Oporteat invenire Unciam quingentefimam in dignitate Einomii mil 
Icfima. Confiat per Theorema i\cwtoui pro evolvendo Binomio Un- 
ciam illam Ecqualem effe produdo fub qualdfirvgcnti & nonaginta no- 

vem fafloribus j quorum pri- 

* ■ •* « 3 . . "4 . 5 - I 499 ^ 

1000 I 502 I ■ ' 

mus eft , & ultimus " — ; exifientibus tum Numeratoribus tum 

• . I , _ 499 

Denomin-atoribus in progrefiione Arithmetica. Ad inveniendam fum- 
«>am'Logarithmorum Numet^trorum 1000, 999, 998, 997, - 502 j 

pone diflerenriam rrtmmiinepi t — trtnvimi^m eOTgm .2 QOO = 2— — 

* 2’ 


minimum 502 == x-j- — •, eritque 2= 1000 — , x = 5oi : qui- 

bbs 'fiil)fiituLiii^'-prodibit pro valpre pfioris Seriei, 

& 1236.38715^:63268 prd valore pofterloris: 'horum ‘auterh differentia 
l 4 JiO"<f.i.^ 39 - 79 ^* '®qualia eft. futhmae-Logarithmorurn NumeratOrilmi. 
Dein ut obtineatur fumma Logarithmorum •DenorrTindtorum t|' 2,''3, 

I r I ■■■■■-' ■•"•'.I I . '■ J 

4, - - - - 499-, pone 71 = z— - =499, five 2 ^499- ; ' & hifce 

fcriptis in Serie priorCp prodibit ejuSjV.dor 1 130.98834.859^6, , cui ad- 
jiciatur Logarithmus .39908.99342 juxta regulam in Exemplo pporc 
tradium^. & habebis 1131.38743.85308- .pra<lumm»- X,Qga»ithhiorum 
Denomihatordm/ Quam denique fubducito de fumma Logaritnmorum 
Numeratorum, atque manebit 299.43095.94303' Lp^irithmus fcilicet 
Unci® defiderata. 


Nn 


SCHOLION. 
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HujurtQodi Series 


SCHOLIOK. 

— A, j-j- p B, C , &c. interpolatur per 

Propofitionem vigefimam fextam, ubi differentia inter r & /> eft ex- 
igua : & per hanc Propofitionem generaliter nulli ratione habita iftius 
^ffcrentbe. Atque eMem plane modo invenire Kcet fummam Loga- 
rithmorum Numerorum, qui funt longe magis compofiti quam zqui- 
differentes; coque padfo afllgnare Terminos Serierum quarum interca- 
latio pro difficillima haberi folec. Per hoc quoque Problema inveniun- 
tur Arcas Curvarum quarum Ordinatas funt hujufmodi i—x , ubi 
index Binomii cft permagnus ; fed in eo cafu folo quando pars Areae 
quaefita jacet fupra partem Abfcifrae xqualem Unitati. 

Et fane omnia fere Problemata de Interpolationibus huic Analyfi fub- 
jiciuntur, imo etiamd tres vel plures Termini Seriei intercalandas ingre- 
diantur Aquationem Differcntialem : harum enim refolutionem in po- 
teflate habeo. Atque hic notare libet Series quas prodeunt per Para- 
"bolam Newtoniy prodire etiam per noftram methodum. Proponatur 
xnim intercalatio Seriei 

'+^4, &c. 

-qua definitur Aquatione - T, in qua valores Abfcifia z 

fucce ffivi fu nt o, 1, 2, 3, &c. Ea vero feribatur in modum fcquentem 
X r— T — »T=o; & fingatur 

T — A -|-B2-|- Cz.t— I — 1.« — i .», — j ■■{- &c. 

Atque fubflituendo T' pro T, & z-j-i pro 2, obtinebitur 
T — . A-^ Bv^i.^“ Ct.-j-i.2-^ Dt-^-i.2.2— 1 Ei-^ I .Z.2.— I 1 — j— &c« 

' Unde T — T=B-j-2C2-j-3D2.;^II7-|-4E2.ZI^.r^-|-&c. 

Hifce autem valoribus fubfiitutis in Aquauone refolvenda, & membris 
reduAis ad eandem formam, refultabit 

+ 4-4-^ev 

—«a; — =®- 

Denique ponendo membra homologa aqualia nihil, habebitur B = 


r-\~n r 
r ’ r-j-i 




» — 2 


-A, C=-y^^B, D = -x^V^C, E=s-x^t-^D, &c. 
r * 2 r-|-i ’ 3 ^/-j-2 I ^ ^ 

Adeoque 

T; 
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« — I z— t 


T = A+Ax7X=-+Ax-X7X,4pX,^ + &c. 

Hoc cft 


z . «— 


T = A + -A-+;:p 




+ ^C — 

“r+2 3 


. » — 3 2:— .1 . 

_L D ~tcci 

^'•+3 4 

Ubi A, B, C, D, &c. non amplius denotant Cocfficicntes, fcd Ter- 
minos totos. Et prima Cocfficiens A qua: ex Aquatione non deter- 
minatur, aequalis eft Termino Seriei interpolanda: qui tranfit per ini- 
tium AbfcilTa: z. Et hic cft ipfiflimus valor Termini T qui prodiiflTec 
per Prof ofitionem decimam nonam. Atque etiam Series quas exhibet 
Proporiiio vigefima invenientur per refolutionem Aquationum DiSe- 
rentialium, aHumcndo debitam formam radicis. 


Propositio XXIX. 


Detar Series Ordinatarum intervallis quihufcunque ah in'- 
vicem dijlantiumy pergens vero ex una tantum parte in 
infinitum ; & oporteat invenire Lineam Parabolkam 
qua tranfit per extremitates omnium, , 


Sint A, Ai, Aa, A3, A4, &c. Ordinata: infiftentes Abfcifla* in afi- 

g ulis redlis •, fitque R pundtum quodlibct in Abfcifl^ •, & ponatur a 
.A, ^s=RAi, Cs=RA2, </::sRA 3, e=RA4, &c. fcilicet fint s, 
f, </, e, &c. intervalla inter Ordinatas &c pundlum R refpeftive. AN 
que defignet T Ordinatam quamvis in genere cujus diftantia a pundto 
K fit z. Dein ponatur 
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B = 
Bi = 
Bz 


Ai— A 


h—a ’ 
A2_Ai 
c^b 
A3 — A2 


C = 


Bi— B 
c — a * 
Bz — B i 


d — c 

A4— M 
&c. 


» — d-^ 

^ B3—B2 

. C2=—— 


D = 


, Di = 


Ci_C 


d- 

Cz— Ci 

€ — a 

&c. 


, E = 


Di— D 


&c. 


&c. 


&c. 


Atque erit Ordinata T = A -|- 

B X *.— <« 4* 

C X i — •> X i — t ~1“ 

Dxr^xl^ 4 X^^ + 

E X i-o X 1— t X 4 — « X t— -{-• 

F Xi^Xl^Xt^cXc^Xw-j^ 

&C- 

Notandum cft principium Abfcinic, nempe pun< 5 lum- R fumi ad arbi- 
trium vel inter Ordinatas vel extra omnes ut in Schemate; dummodo. 

fignorum -f & debita habeatur ratio, Propofitio autem demon- 

ftratur fubllituendo Ordinatas A, Ai, A-z, &c. fucccfiive pro T, & 
interea pro z longitudines ejus ordine fuccedentes a, b, r, &c. Nam fu- 
mendo differentias yEquationum provenientium & dividendo eafdem. 
per intervalla Ordinatarum, obvenient valores Coefficientium fupra af- 
fignati. . < •; • . 1 l 

Exemplum L. 1' 


Sint Ordinatarum a principio Abfciffae, intervalla a — 2, l — 3, c — 5,, 
d ~6 ; ipfa vero Ordinatas fint 


A=2, 1 Bs=i, C — o, D — ^ , 

Ai=3, i Bisjrt, Cl—2,, 

Az=5, ' B2=7, 

A3=‘2>! I i ' y 

Et ineundo computum juxta praiferiptaTheprematis, invenietur B=i, 

C=o, D=j; quibus fubftjtutis &|2 prb A, invenietur 


ordinem redudla fit T = 


2’ — .10 
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2»— T02* + nZ— ;?0 ^ ^ 

— — . Etenim fi inibi Icribantur 2, 

2 

prodibunt Ordinatae propofitae 2, 3, 5, 12. 


14.1 


3» 5» pto 2i 


Exemplum II. 


Oporteat determinare tempus Solfiitii ex datis alicpot Solis altitu- 
dinibus meridianis circa idem tempus. Defignent Ordinata: altitu- 
dines folis, earumouc intervalla denotent tempora inter obfervationes } 
tum tranfeat Parabola per extremitates Ordinaurum, & Abfcifia ejus 
quae correfpondct minimae Ordinatae, fi ve ea fit una e datis vel quaevis 
intermedia, determinabit momentum temporis quo Sol ingreditur 
Tropicum. Exempli gratia B, Walttrus Anno 1500, Nerimberga ob- 
fervavit difiantias folis a Zenith ut fequitur 


44975 

44934 

44883 

44990 



Junii 


Sit jam diftantia obfervata die odlavo Ordinata prima, & in eidem fit 
principium Abfciflaei eritque azzo, b—i, & computus 

erit 


A — 44975, B — —41, C — D — 

3^ 

Ai = 44934. Bi=— 17, Ci=+^. 

. to7 

A2 = 448^3. 

4 

A3 = 44990. 

Atque fubftitucndo hofce valores pro A, B, C, D; invenietur T= 
44975— 4i2-l-6z.£^+^2.r:ri.rirj, hoc eft, t= 44975^ 

■^2+ ^ 2> -J-— 2'. Jam quoniam AbPeifla quafita correfpondet 

Ordinat* minimae, ponatur Fluxio ipfius T aequalis nihil, & habebitur 
322-^3742=1500, cujus Radix 3.889355 exprimit dies elapfos inter 
meridiem oftavi diei Junii & momentum Solftitii : quod itaque accidit 
2 . 

21 hor. 20^ min. pr. poft meridiem dici decim* prima:, fecundum 

hafce Obfervationes. Poteft etiam tempus Solftitii determinari per ple- 
res Obfervationes & Parabolam plurium dimenfionumi vel per tres 

O o Obfer- 
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Obfervationes adhibendo Parabolam Conicam, uti docuit Ha!kius. 
Sed oportet differentias inter altitudines obfervatas, effe fenfibiliter 
majores erroribus qui committi queant inter obfervandum, alias nihil 
cciti concludi poterit. 

ScftdLION. 

Newtonus utitur hac Propofitione in determinando locum Comet® 
qui cadit inter aliquot loca Obfervationibus nota. Nimirum fi obfer- 
ventur quotvis longitudines defignat® per totidem Ordinatas, quarum 
intervalla proportionalia funt temporibus inter Obfervationes, & de- 
feribatur Parabola per Ordinatarum extremitates •, Ordinat® hujus fi- 
gur® intermedi® denotabunt longitudines Comet® intermedias pro 
temporibus qu® funt proportionalia Abfciifis. Et eadem methodo da- 
bitur latitudo pro quovis tempore ex datis aliquot latitudinibus. Ex 
longitudine autem & Latitudine datis datur locus Comet® in C®lis. 
Et hunc in modum plurima obfervatu difficilia determinari poffinc 
fatis accurate ex Obfervationibus aliquot anterioribus & pofterioribus. 

Applicabilis cft etiam h®c Propofitio ad refolutionem Aquatio- 
num purarum affeftarumve. Nam in Aquatione refolvenda feribendo 
pro radice numeros ab eadem haud multum diferepantes ; provenient 
eorum intervalla, qui dein interpolati exhibebunt radicem. Sed poft 
refolutionem Aquationum HalUi fruftra compendiofior fperanda eft. 

In cafu quando intervalla Ordinatarum diminuuntur in infinitum hoc 
Problema dabit radicem Aquationis fluxionalis, etiamfi nec radix neque 
altera indeterminata fluat uniformiter; & hoc meri fubftitutione flu- 
xionum Radicis pro differentiis Ordinatarum, & pro earum intervallis 
fluxiones Abfciif®. Nam ficuti cafus Ordinatarum ®quidiftantium re- 
fpondet fluxionibus AbfciflT® uniformiter c^efccntibus-, ita h®c Propo- 
fitio fluxionibus quacunque lege variantibus. Et refolutio Aquationis 
fluxionalis in qua utraque indeterminata fluit qu3cunquc lege, non eft 
Corollarium ex h.-ic Propofitione, fcd Cafus ejufdem omnium fimpli- 
ciffimus : quod obiter hic monere vifum cft, ut pateat Methodum 
Difterentialem generaliffime complefti univerfam Serierum dodirinam, 
quod forte alii non perceperint. 

Propositio XXX. 

Jnvenh e ^fymptoton Hyperbola penerh Logarnhmkt ex 
datis ejus Ordinatis aliquot a quidifi antibus. 

Sint Ordinat® aquidiftantes A, B, C, D, E, &c. infiftentcs fuper 
Abfciifam PL in angulis rcftls : fitque QJl Afymptotos Curv® pa- 
rallela 
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rallela Abfciflje, & intervallo P C^ab eadem diftans. Apelletur vero 
AbfcilTa quaevis AL 2 , & Ordinata correfpondens L»»y. Hypcr- 
bola autem Logarithmica Hn K definiatur Aquatione hujus forms 
y = a — — rr»*’ ~ er4*-— &c. 



Ubi r, a, b, c, e, &c. funt quantitates invariabilcs atque eric difban- 
tia inter AbfcilTam 8c Arymptoton, hoc cft, 

PCL=A+ .. 

A-.B ■ 

r — I ' 

>*A— r-^-|B- |-C . . 

r» A — B , ... . 

r — i.r' — i.r»— I ' 

7— j.r‘— I.r*— i.r-*— I ”** 

&C. 

CoefHcientes literarum A, B, C, D, &c. in di verlis Terminis, forman> 

.... . «— I « — r »-w* 

tur per continuam multiplicationem numerorum i, , 

^ p &c. In primo autem Termino eft n=r*, in fecundo «=r*, in 

tertio ti=r*, in quarto nz:zr*^ & fic porro. Exempli gratia, in quar- 
to Termino CoefHcientes fumpti ordine invcrfo funt i, 

r», negleffis Cgnisi eft vero 1 X 

J+''4-r*X-i~=r+r*4-r', denique r-j-r^+r»X =r’ } 

fic itaque inveniuntur Cocfficicntes. Io hac autem Propofitionc cxci- 

» pio 
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pio cafum in quo eft r=+i ; tunc enim degenerat Hypcrbola in li- 
neam redlam. 

Series vero fic inveftigatur. In Aquatione aflumpta ■j — a — 

y 

&c. mutetur fignum Abfdflx 2, & prodibit y = a — — — 


c 

piz 


£ 

ri*- 


&c. evadat jam z infinite magna, atque in valore Or- 


dinatae y evanefcent omnes Termini praeter primum dummodo con- 
cipiatur r effc major unitate ; eoque pafto erit y—a\ hoc eft. Or- 
dinata ad diftantiam infinitam remota, five diftantia inter Abfciflam & 
Afymptoton PQ^ squalis eft primo Termino a: nam in diftantia infi- 
niti coincidit Curva cum fui Afymptoto. Quantitas autem a fic in- 
veftigatur in Aquatione prius afTumpti y=.a — hr*- — rr**-— 
erv - — &c. feribe Ordinatas squidiftantes A, B, C, D, E, &c. fuccef- 
five pro y, & interea o, 1, 2, 3,4,&c. pro Abfcifia z: ac prodibunt 
Aquationes 


A—n—b —r •— </ — e — &c. 

B=a— -..er' —er* — 8 cc. 
C=/z — br'—cr*—dr* —;r* — 8ec. 
D=a—l>r^—cr*—dr* —er" — &c. 
E.^a—br*—cr*—dr" —tr'* —icc. 
&c. 


Habentur igitur tot Aquationes quot funt incognits a, b, e, d, r, 8 tc. 
ex quibus qusratur a per Algebram vul^rem, atque ejus valor pro* 
dibit idem ac jam ipfi P Q^affignatus eft. Q^E. D. 

Corollarium, Hinc fi dentur aliquot Termini initiales in Serie infini- 
ti, quorum differentis funt proxime in progrefilone Geometrica, da- 
bitur ultimus omnium utique qui removetur ad diftantiam infinitam 
ab initio. Nam fi A, B, C, D, &c. ordine inverfo fumpd, defignent 
Terminos quorum differentis funt fere in proportione Geometrici ut 
f'» r*y &c ultimus omnium squalis erit PQ intervallo inter 

Abfcifiam & Afymptoton: vcl ftylo Gregoriano dabitur Terminatio Seriei, 

Exemplum. 


Datis Polygonis aliquot regularibus Grculo inferiptis, invenire ulu- 
mum Polygonorum five Aream Grculi. Ea fumo 


4 
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4 

8 

i6 

32 

64 

128 
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2.00000.00000.0000 = F 
2. S2842. 71 247.4619 = E 
3.06146.74589.2072 = D 
3.12144.51522.5805 =:C 
3.13654.84905.4594= B 
3.I4O33.ii509.5475 = A 


14033.11569.5475 
1 26,08888.0294 

<^072.7439 

5-5652 

119 


n- , • , ■ „ , 3-i4'59-^6535.8979 

Dicatur jam ultimum Polygonum A, penultimum B, antepenultimum 

C, oc lic retro. Et quonum eorum difrerenti.t A B B .C C— D 

&c. funt quamproxime ut Termini i, 4, i6, 64, 256, &c. id eft, ut 
dignitates Quaternarii, erit r=4 ; quo fublUtuto, Series generalis evadit 
A — B , 4.A — 'B-f-C , 64A — S4B-1-2 iC — D 

+ .3 + — + &■:• 

In qua fcribe pro A, B, C, &c. fuos valores, & primi quinque Ter- 
mini dabunt Aream Circuli ad quindcccm loca figura.-jm ut ex com- 
puto appofito manifeftum eft. £t fimilitcr res confit per Polveona 
circumfcripta. ^ 2 6 

Hac autem ratione quasvis Series fummari poteft. Nam fi Ordina 
tas asquidiftantcs denotent fummas fucceflivas, v.ilor totius S.riei ,a-aiia* 
bitur diftanti* inter Afymptoton & Abfcifiam. Si Series fummanda fit 
hujufmodi «+ix+rx«4-yx»+&c. ubi x, x*. x>, &c. denotant par- 
tes 1 ermmorum quas funt in progrefiionc Geometrici, erit r = .r- & 
valor ipfius PQ^converget eo celerius quo longius SummiE fucccTiv* 
difiant a principio, qu.^ denotantur per A, B, C, D, &c. In caCu au- 
tem quando eft r=+ i, aflumenda eft Hyperbola qu* definitur hu- 

julmodi Aquatione y = ^ in + ^+^4. &c. vicc Hyperbo- 

l.-E Logarithmicas i atque index n determinabitur ex natura Seriei fum- 
mandas. 

Notandum eft Series infinitas sque fummari pofle per Parabolam 
Newloni ac per hafcc Hyperbolas. Nam Ordinata: qua: in Hvperbolis 
funt asquidiftantcs, fi ad certas quafdam diftantias conftituantur; ex- 
hibcbunt, ope Parabola, eafdem exprefliones pro valoribus Serierum 
Numerus figurarum qus vera: funt in Polygono A, duplicantur per 
duos Terminos Seriei, triplicantur per tres, & ita deinceps. Sic in Ex 
emplo allato fiint tres vers figuras 3,4 in Polygono At & inde quin- 
que Tcripini dederunt Aream Circuli ad quindccem figurarum loca. Et 
Approximationes quales olim mwcntrmt Jacobin Gnoorius & 
Hugenms; hic quidem triplicavit veras figuras, at ille eafdem quadru- 
plicavit, quintuplicavit, imo fine limite produxit, uti videre eft in Ao- 
pcndicc ad Veram Circuit & Hyperbola ^Quadraturam, ^ 


Propo- 
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Propositio XXXI. 


Invenire Aream cujnjvts Curva quamproxime ex datis ali- 
quot ejus Ordinatis aquidtjl antibus. 

Per extremitates Ordinatarum deferibe figuram ParaboHcam, ejufque 
Area qua: invenitur per methodos notas, proxime aquabitur Arca 
Curva propofita. (^E. I. 

SCHOLION. 


Quoniam laboriofum effet femper recurrere ad Parabolam, compu- 
tavi Tabulam fcquentem qua exhibet Aream Curva diredte ex datis 
aliquot ejus Ordinatis aquidiflantibus. 


Tabula Arearum. 


3 

5 

7 

9 


A-f 4 B 
6 ^ 

7 A+ 32 B-fi 2 C j^ 

9 ° 

41 A-|-2i6B-|-27C-f-272D „ 

840 

989A4-5888B— .928C-f-*049<5D— 4540E 

28I50 


Tabula CorreBionum, 


3 

S 

7 

9 


P- 4 A-f 6 B p 

180 

P— 6A+I5B— 20C ^ 

470 

P— 8 A+28B— 56C-{-7oD ^ 

930 

P_io A-}-45B — I 2 oC- 4 - 2 ioD— -252E 
1600 


In hlfce Tabulis A cft fumma prima & ultima Ordinata, B fecunda 
& pcnultima, C tertia & antepenultima, & Cc porro ufquc dum 

deventum 

. » 
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deventum fuerit ad Ordinatam in medio omnium quaj per ultimam li- 
terarum A, B, C, &c. reprefentatur. R eft bafis fupra quam jacet A- 
rea, feu pars AbfcilliE inter primam & ultimam Ordinaram intercepta. 
P eft fumma duarum Ordinatarum quarum una confiftit ante primam, 
altera poft ultimam ad diftantias aequales intervallo communi reliqua- 
rum Ordinatarum. Numerus autem Ordinat.arum qui hic eft impar, 
fignatur ad latera Tabui irum. ExprelTiones in Tabula Arearum fune 
Areae contentm inter Bafin, Curvam & Ordinatas hinc inde extremas. 
Eae vero in Tabula Correiftionum funt cjufdcm circiter magnitudinis 
ac differentia inter Areas veras & eas per Tabulam prodeuntes: adeo- 
que fi prima figura Corregionis inveniatur, dein adjiciatur ubi Correclio 
eft negativa, vel fubducatur quando eadem eft affirmativa •, concludere 
tuto licet Arcam fic corredlam, veram elTe in eo loco dccimalium in 
quo intrat prima figura Corredtionis, nec ultra. Itaque per Tabulam 
Corredtionum Area inventa corrigitur, & fimul numerus figurarum 
verarum dignofeitur. 

Exemplum. 


Sit — OrdinatSE Hyperbolae aequilaterre , & quaeratur Area ejus 

I-|-X 

quas jacet fupra Abfciffam unitati aequalem. Pro x feribe fucceflive 

012345678 . 

5"* ^ provenient novetn Ordinncs^ 

8’ 9’ 10’ 11’ 12^ 13’ 14’ 15’ i6 

3„88 64^ 8, 8' 48 

Igitur eft A = ^ + -t = — , B=-^ 4 - — = — , € = — ‘ 4 - — = — 

° 8 ' i6 2 9 ' 15 45’ 10 f 14 35’ 

8 8 102 82 

D = 1 - — = — , E=: — s=— : & hlfcc fubftitutis in ultima ex- 
ii ^ 13 H 3 '2 3 

prcfTione Arearum, & unitate pro R, oritur Arca .69314721. De- 
inde in Ordinata feribe & -4 p fucceflive pro x, & proveni- 
8 8 . 

ent dusc Ordinatae — fic p, qu.irum prior ftat ante primam, fiepofterior 

poft ultimam adeoque P = p-j- ^ quem fubftitue pro P ; 

St pro A, B, C, D, E, fuos valores, & Corredlio pro novem Ordina- 
tis dabit .00000003, qus quum affirmativa fit, fubducatur a valorc 
Areae prius invento, & rcftabit .69314718 accurata in ultima figura. 

Compu- 
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Computaveram hafce Tabulas ulterius, ceterum ExprefTiones pro 
undecem aut pluribus Ordinatis funt ufibus inepti propter immenfain 
magnitudinem Coefficientium numeralium. Sin vero novem Ordinata; 
non dent Aream fatis accuratam ■, dividatur bafis in duas vel plures par- 
tes; & inde Area dividetur in totidem, quarum quamque fi qunjras feor- 
fim per novem Ordinatas, habebis totam Aream pro lubitu accurat.am. 
Sed & nonnunquam convenit quaerere partem Arca: per Seriem infini- 
tam, prxfcrtim fi Curva decurtet bafin in angulo redo. Atque hifcc 
pnteognitis, Arca qusvis habebitur fatis accurate per Tabulam jam 
appofitam. 

Sed & Arete Curvarum haud incommode exprimi poflint per Dif- 
ferentias Ordinatarum aequidirtantium ad modum fequentem. 


Tabula Arearum per Differentias Ordinatarum» 


I 

3 

5 

7 

9 

It 

*3 


A + 6 « 

A-j-- B + — C 
• 3 ' go 

A-t-^B+— C-f 

' '20 ' 840 


A + -B+-C + - 
^3 ^45 


21 


89 
3445 




1512 

A-}-6B-|-^C+^D. 


86 ' 

. 4045 

T 9072 

»833 


E-} 


700 


94 

3503 

4813 

11550 




66 

( 

3050 


In hac Tabula A cft Ordinata in medio omnium, B eft differentia 
fecunda trium Ordinatarum in medio, C ell differentia quarta quin- 
que Ordinatarum in medio, & fic porro ad ultimam literarum A, B, C, 
D, E, F, G, qute eft ultima differentia omnium Ordinatarum. Ut fi 
fint quinque Ordinatx «, b, c, d, e\ erit A = r, B = i> — C = 
a — ^b-\- 6 c — 4d-\-e. Et fic in aliis cafibus. Exprefliones autem 
dudae in bafin Curvae, five partem Abfciffs contentam inter primam 
& ultimam Ordinatam, dant Areas ex dato numero Ordinatarum qui 
fignatur ad latus. Notandum eft ultimos 7 'erminos in expreftionibus 
pro novem, undecem & tredecem Ordinatis, non effe veros fed hifce 
fimpliciores & vero fatis proximos. Nam Ordinata media A & dif- 
ferentiae B, C, D, E, &c. conftituunt Seriem convergentem ; ideoque 

non 


Digitized by Google 



Interpolatio Serierim. 149 

non requiritur ut Coefficientes ultimorum Terminorum qui intrant com- 
putum, fint prjccile accurati. Ex convergentia autem Seriei A, B, 
C, D, &c. dignofeitur ad quot figuras Area exhibetur accurata; ideo- 
que hxc Tabula non indiget Tabula Correflionum. Sed & CoefH- 
cientes numerales funt longe magis exigui quam in Tabula fuperiore, 
atque ea de caula h$c pra:terenda eft, pra:fertim in magno Ordinata- 
rum numero. 


Quaeratur rurfus Area Hyperbolae, cujus Ordinata cfl - ! • ; pro v 

i-|-x 

12^4. 

feribe o, — , — , — , — ; & provenient quinque Ordinatae tequidillan- 
4 4 4 4 

4241 ... 2 

tes I, — , — , — , — : erit Igitur A = nempe Ordinat® medi®: 

B = -^, fcilicet difierenti® fecund® trium Ordinatarum in medio 
105 

— , — , denique C = — , hoc eft, squalis ultim® differenti® om- 

nium. Et hi valores fubftituti in Expreflione pro quinque Ordinatis 
281 4^67 

dant — \ 1 = / , Qu® dufta in bafin fivc unitatem & 

reduftaad decimales, evadit .69317 pro Area qusfita. EthscArea ad 
minimum jufta eft in quarto dccimalium loco, in quo Icilicct intrat pri- 


ma figura ultimi Termini — . 

° 900 

Sed ut differenti® promptius ac facilius inveniantur; fit Ordinata, 
media, b fumma duarum hinc inde medi® proximarum, dein c fuin- 
ma duarum qu® hinc inde fequuntur, & fic porro; tum pone 


A=<j, 

B=f’_2A, 

C=r — 2 A — 4B, 

D .2 A— 9 B— 6C, 

E=r— 2 A— i6B_2oC— 8D, 

F=/ — 2 A — 25B— 50C — 35D— .loE, 

— 2 A — 36B — 105C — I 1 2D — 34E— 1 2F, 

'■ Atque A, B, C, D, &c. erunt Ordinata media, differentia fecnndi 
trium mediarum, quarta quinque mediarum, & fic porro in reliquis 
relpeftivci 


Q:q 


Peopo-- 
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Propositio XXXII. 

Drftgiient a, c, /, ©“c. Terminos aquidijlantes con- 
tinue tendenies ad rationem aquahtatis^ Qf /liquationes 
fequentes approximabunt ad eorumdem relationes, 

^ a — 5=0 

3 a — ib-\-c=zO 

4 a—ih-\-y—^~o 

g a — 4i-|-6f— -4ii-|-f=o 

6 (7— -5 b -\- 1 oc — I oJ-}- 5 f — -f= o 

7 c— — iod-\-i^e — Sf-\-g^o 

8 a— 35i/-{-35f— 2I/+75— i=o 

9 j a — Sb-\~ 2 Sc — 56^-1-70? — 56f-\~2Sg — Sk-\-i—o 

IO [ a — •)b-^$6c — 3^!-\-i26e — i26/-|-84g— 36Z)-|-9/ — (r=o 

&c. 

Hxc Tabula in ufum refervanda eft, ut confulatur quoties opus fit. 
Patet autem Cocfficiences numerales e(Te Uncias dignitatum binomii. 
Et demonftratio patet: quoniam enim Termini fupponuntur continue 
tendere ad rationem aequalitatis, erunt eorum dilTerentite a — b, b — r, 

f ^ f, &c. parvxi deinde dilTerenti® differentiarum a — 2b-\-c, 

^ 2c-\-d, c 2ci-\~ej &c. erunt minores differentiis primis •, atque ter- 

tljE a 2b-\~ic d, b — 3c-\-sd — &c. erunt minores fecundis } & quar- 
ta 47/-J-r, &c. erunt minores tertiis, & fic in infinitum. 

Ergo differentiae prima:, fecunda;, tertiae, reliqusauc pofitae aequales 
nihil ut in Propofitione, continue approximabunt ad veram relationem 
Terminorum. Q;^E.D. 

Corollarium. Hinc in Serie aequidiftantium, fi defit Terminus quivis, 
poteft is inveniri per hanc Propofitionem. Ut fi fint quinque Termini 
(i, b, c, d, e ; eorum relatio erit a—^-\- 6 c—>\d-}-e=:o & ex hac JE- 

quatione dabitur eorum quilibet quamproxime ex datis reliquis. 

^ Et notandum eft Terminum quemvis, ceteris paribus, eo accuratius 
definiri, quo propius conftet medio omnium : atque errores a vero effe 
quamproxime ut Coefficientes numerales Terminorum quaefitorum re- 
ciproce. Confiftat igitur Terminus quxfitusvel in medio omnium veJ 
eidem quantum fieri poteft proximus. 

Exemplum. 
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Exemflu M. 

Quaeratur Logarithmus numeri 53 ex datis Logarithmis numerorum 
aliquot antecedentium. Pone a pro Logarithmo qusfito, critque 

/,52=^=1.71600.334,36 
/,51=^=1.70757.01761 
/,50 ='/=i. 69S97 .ooo 43 
/,49=f=i.690i9.o6Soo 
/, 48=/=i.68i24.i2374 
/,47=^=1.67209.78579 

Deinde relatio inter feptem Terminos a, b, r, d, e, /, g, erit 
a- — 6i-|-i5f — 2o^/-}-i5f — 6/-}-^ = o, adeoque a = 6b—is^ + 
2od — 15 e^6 f—g: ubi fubftituendo pro b, c, d, e, /, fuos valores, 
habebitur 1.72427.58726 pro a five Logarithmo numeri 53, exiftente 
.00000.00030 errore in excelTu. Ceterum fi dentur fex Logarithmi quo- 
rum tres confiftunt ante, & tres reliqui poft illum qui quxrituri in eo 
inquam cafu Logarithmus quxfitus accuratilTime definietur. 

Igitur defignent A, B, C, D, &c. fummas datorum Terminorum 
qui hinc inde xqualiter difiant a qusCto, & ejus valores erunt uc in 
Tabula fequente 

A 
2 

4A_B 

6 

15A— 6B-1-C 

20 

56A— 28B-f8C^D 
70 

210A— i2oB-}-45C— .ioD 4~E 

252 
&c. 

Dentur verbi gratia Logarithmi numerorum 50, 51, 52, 54, 55, 56, 
& oporteat invenire Logarithmum numeri 53. Pone 

54=3-44839.71034 
U 5^+1, 55=3-44793-28656 
/, 50-f/, 56=3-44715-80313 


4 

6 

8 

IO 


Dcin 
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Dein pro A, B & C fubftitue hofce valores in Expreflione pro fejc- 
Terminis, & prodibit 1.72427.58695 pro Logarithmo numeri 53, cx- 
iftente unitate errore in ultima figura. Hinc in Tabulis Logarithmi- 
cis, Trigonometricis, Aftronomicis, aliifque cjufmodi •, fi defit forte 
Terminus quivis, poteft is inferi per hanc Propolitionem ; vel fi fufr 
picio fit Terminum quemvis erroneum cfie, poteft eadem methodo 
corrigi. Nam Expreffiones hic exhibits; funt generales, utique qus 
non dependent ex natura Tabui® cujufvis particularis. 


Propositio XXXIII. 


Deftgnent &fc. f, y, /3, a, a, c, e, Sfc. Terminos 
alternos in Serie utrinque excurrente in infinitum^ & 
ponatur A = «-|-a, B = ^-r|3, C:=c + y, D = r/+(T, 
E = fic porro atque Terminus in medio in- 

ter a ^ u conftjlens^ aqualis erit 


7xA + 


^X5A-3BH-5C_U + 

t>553^ 


X 14A — 28B-I-20C — 7D-f-E -ji 
&c. 


Coefficientes numerales literarum A, E, C, D, &c. funt differentiae- 
Unciarum in diverfis dignitatibus Binomii : Et CoefBcientes qui du- 

cuntur in totos Terminos, falicet — , &c. generantur per 

... I 3' 7 

continuam multiplicationem numerorum —, — ^,&c.HiIcc 

4.2 4.4 4.0 4,0 

vero pr®cognitis. Series ad libitum producitur. 

Et Series inveftigatur ponendo 2=0 in Cafu fecundo Propofitionis 
vigefim® ; tunc enim habebitur Ordinata fivc Tcrminus_qui confiftit in- 
medio omnium. 


/ 


PoOmt, 
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Fofllnt autem Termini Seriei in unam fummam colligi ut hic vides, 


2 

i 

4 

6 

8 

IO 


A 

■2 ' . 

9 A~B 

150A — 

256 

1225A— 245B-|-49C-~5D 
2048 

^9690 A — 882oB4-2^68C— 405P-|-35E 
“65536 


Prima Exprcflla cft primus Terminus Seriei, iecunda eft Summa 

E rimi & fecundi, tertia eft Summa trium primorum Terminorum, & 
c deinceps. Ex datis itaque Terminis alternis, intermedii confeftim 

dabuntur per hanc Tabulam vel per ipfam Seriem. Prima Expreflio — 


fufficit quando fecundus Terminus Serici minor cft quam qui ingre- 
diatur computum. Et flmiliter in reliquis; nam Termini Seriei fuat 
differentiae inter Exprefliones & veritatem quamproxime : adeoque fcm- 
per feire licet quxnam expreflio fufficit proponco. 

Exempli gratiS, fi quaeratur Logarithmus numeri 53 ex datis ii» 
numerorum 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60 ; pone 


A 52 +A 54=A=3.44839-7'035 
50-f-A 56= B= 3 - 447 15-803 »3 
/. 48-}-A 58=0=3.44466.92309 
/, 46-j-/, 60=0=3.44090.908201 


Et liifce valoribus feriptis in Serie, vel in Expreffionc pro oflo Ter- 
minis, habebitur 1.72427.58696 pro Lc^rithmo nomeri 53. Et eA- 
dem ratione invenire licet quemvis alium intermedium. In Conftru* 
6Ubne ergo Tabularum fufficit prinno quaerere aliquos Terminos in de- 
bitis diftantiis-, nam reliqui poliunt hac methodo inferi. Etenim con-- 
tinuc intercalandi funt Termini 'primo inventi, ufqtie dum ‘ perventum 
fuerit ad ultimos qui ingrediuntur Tabulam, Et notandum eft, opor- 
tere omnes Terminos computari circa initium Tabulae propter magnas 
differentias -, dein per faltum pertranfirc licet alternos decrefeentibus 
differentiis ; & poftea ternos, fcptcnofquc ubi differentis funt minores. 
I-'.t htec eft methodus quam prscipit Newtonus : ceterum prteferendae 
funt reguh-E particulares dedu^ ex natura TabuUe conftroendse ; ete- 
nim hae minore labore plerumque abfolvent opus. 


F L N L 'S . 

■ 608245 



errata. 


pAG. 4. 1. 5. pro z+|, lege 2 + ^. 

. Pag. 8. 1 . 18. pro 2-|-4, lege 2 — 4. 

^ 2 — w . • 2— w 

Pag. 44. 1. 8. pro T X — , lege T X — — “ • 

z z 


Pag. 67. 1 . 12. 


pro B== 


14.29.29 


B, lege C = 


2 - 3-3 

14.29.29 


B. 


Pag. 76. 1.26. pro j+AT)’, lege y+Afy. 

Pag. 80. 1. 13. pro 2*77, 2*77. 

Pae. 83. 1 . pen. pro eritquc, lege erit. 

P.-591. 1.21. dele &c. 

Pag. 94. 1 . 12. pro lege 

Pag. 115. 1 . 12. pto media, lege medio. 

Pag. 120. 1. 3. pro perifcriae, lege femiperiferbc. 
Pag. 122. 1 . 15. pro 46, lege 4, 6. 

, I , , I ’ 

Pag. 136. 1.28. pro * + — = 10, lege*-f“ 7 = 


Pag. 137. 1.5. pro r=^, lege «=^. 

Ibid. 1.21. pro* = 501, lege * = 501 
Pag. 147. 1 . 18. pro Ordinatae, lege Ordinata.- 

Ibid. 1. 25. pro lege S-. 

^ \ 


1 
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